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MODELAÇÃO NUMÉRICA DO PUNÇOAMENTO DE LAJES 

FUNGIFORMES REFORÇADAS COM PARAFUSOS 

 

RESUMO 

Neste trabalho apresenta-se um estudo sobre a análise numérica do comportamento ao 

punçoamento de lajes fungiformes reforçadas com parafusos verticais pós-instalados, e 

devida comparação com ensaios experimentais.  

A análise foi feita com recurso ao software ATENA, Advanced Tool for Engineering 

Nonlinear Analysis, que permite análises não lineares dos materiais envolvidos, 

nomeadamente do betão e do aço, permitindo simular fendilhação, o que é essencial em 

análises de zonas de descontinuidade geométrica em estruturas de betão armado. 

Ao todo foram simulados cinco modelos de laje fungiforme, quatro dos quais foram 

reforçados com parafusos verticais pós-instalados. Nos modelos numéricos foi simulado 

apenas um quarto de laje para aproveitamento das condições de simetria. 

O modelo experimental foi instrumentado com deflectómetros, extensómetros na armadura 

longitudinal superior, extensómetros nos parafusos de reforço e células de carga. No modelo 

numérico foram adquiridos os dados necessários para a devida comparação com o modelo 

experimental. 

Foi efectuada uma análise comparativa entre os resultados obtidos experimental a nível dos 

dados obtidos da instrumentação, deformações, extensões, cargas de rotura e também a 

nível do modo de rotura. 
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NUMERICAL ANALYSIS OF PUNCHING SHEAR BEHAVIOR OF 

FLAT SLABS STRENGTHENED WITH STEEL BOLTS 

 

ABSTRACT 

This work presents a study on the numerical analysis of punching shear behavior in flat slabs 

strengthened with post-installed vertical bolts, and proper comparison with experimental 

results. 

The analysis were carried out with the software ATENA, Advanced Tool for Engineering 

Analysis, a software that allows nonlinear analysis of the materials,  concrete and steel, 

allowing the simulation of concrete cracking, which is essential in the analysis of geometric 

discontinuity zones in reinforced concrete structures. 

A total of five flat slab models were simulated, four of which were reinforced with post-

installed vertical bolts. The numerical models were simulated with only a quarter of the slab 

in order to take advantage of symmetry. 

The experimental model was instrumented with lvdts, strain gauges in the superior 

reinforcement bars, strain gauges in the reinforcement bolts and load cells. In the numerical 

model the necessary data was acquired in order to attain a proper comparison with the 

experimental model. 

Comparisons were made with the available data, in terms of vertical displacements, strains, 

failure loads and also failure mode. 
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NOTAÇÕES 

 

Letras minúsculas latinas 

c Factor de redução da resistência à compressão após fissuração 

c2 Característica geométrica da laje, modelo Kinnunen/Nylander 

d Altura útil das armaduras traccionadas 

da Dimensão máxima do agregado, modelo de Menétrey 

fc Valor médio da tensão de rotura do betão à compressão, modelo de Bæstrup 

e Nielsen 

fc Valor médio da tensão de rotura do betão à compressão em provetes 

cilíndricos, modelo de Shehata Simplificado 

fc
ef  Tensão efectiva de resistência à compressão 

fccm  Valor médio da tensão de rotura do betão, em provetes cúbicos 

fck Valor característico da tensão de rotura do betão, NP EN 1992-1-1 

fcm  Valor médio da tensão de rotura do betão, em provetes cilíndricos 

fct Valor médio da tensão de rotura do betão à tracção, modelo de Bæstrup e 

Nielsen 

fct Valor médio da tensão de rotura do betão à tracção, modelo de Menétrey 

fctm Valor médio da tensão de rotura do betão à tracção 

fsw Tensão média de resistência à tracção do aço das armaduras de reforço, 

modelo de Menétrey 

ft Tensão média de resistência à tracção do aço, modelo de Menétrey 

ft
’ef Tensão efectiva de resistência à tracção, sob rotura biaxial 

fy Tensão média de resistência à tracção do aço 

fywd,ef Tensão de cedência de cálculo à tracção do aço 

k Factor de correcção, modelo de Kinnunen/Nylander 

k Factor de calibração geométrica das lajes, NP EN 1992-1-1 

k1 Coeficiente de correcção para o pré-esforço, NP EN 1992-1-1 
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kx Percentagem de área comprimida, modelo de Kinnunen/Nylander 

l Comprimento vertical da armadura de reforço, modelo de Menétrey 

lslab Vão da laje, modelo de Kinnunen/Nylander 

mr Momento aplicado na laje, modelo de Shehata Simplificado 

nc Factor de concentração de tensões para consideração do efeito multiaxial de 

tensões, modelo de Shehata Simplificado 

 ௡ Tensão normal, Adaptative Fixed Crack Modelݍ

 ௡,௙ Resistência à tracção do material, Adaptative Fixed Crack Modelݍ

 ௧ Tensão tangencial, Adaptative Fixed Crack Modelݍ

r0 Raio do pilar, modelo de Shehata Simplificado 

r1 Raio até ao início do cone de punçoamento na face inferior da laje, modelo de 

Menétrey 

r2 Raio até ao início do cone de punçoamento na face superior da laje, modelo 

de Menétrey 

rc Função de redução de resistência à compressão após fissuração 

rec  Factor de redução de resistência à compressão pelo efeito de Poisson 

rf Raio do cone de punçoamento no interior da laje, modelo de 

Kinnunen/Nylander 

rs Raio do pilar, modelo de Menétrey 

ru Raio do cone de punçoamento na face superior da laje, modelo de 

Kinnunen/Nylander 

s Comprimento do cone de punçoamento num plano, modelo de Menétrey 

u Perímetro de contorno considerado para o punçoamento, NP EN 1992-1-1 

vRd,c Tensão de resistência ao punçoamento, sem armaduras específicas, NP EN 

1992-1-1 

vRd,cs Tensão de resistência ao punçoamento, com armaduras específicas, NP EN 

1992-1-1 

 Abertura de fenda ݓ

 ௖ Abertura de fenda após anulação da tensão de resistente à tracçãoݓ
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x Altura da zona comprimida de flexão, modelo de Shehata Simplificado 

z Braço do binário das forças interiores 

 

 

 

Letras maiúsculas latinas 

A Parâmetro de calibração da laje, modelo de Moe 

Ap Área de um cabo de pré-esforço, modelo de Menétrey 

As Área de um varão da armadura de flexão, modelo de Menétrey 

Asw Área de armadura de reforço, modelo de Menétrey 

Asw Área de armadura de reforço, NP EN 1992-1-1 

CRd,c Factor de calibração da expressão da tensão resistente ao punçoamento, NP 

EN 1992-1-1 

Ec Módulo de Elasticidade Secante do Betão 

Ec1 Módulo de Elasticidade Secante do Betão 

Eci Módulo de Elasticidade Tangente do Betão 

Esw Módulo de Elasticidade Tangente do Betão, modelo de Menétrey 

F Estado de tensões num ponto, Adaptative Fixed Crack Model 

Fcr Força de compressão na zona de contacto no cone de punçoamento, modelo 

de Shehata Simplificado 

Fct Força de compressão na folha inferior da laje, modelo de Shehata Simplificado 

Fct Parcela correspondente à resistência à tracção do betão, modelo de Menétrey 

Fd Valor de dimensionamento das acções 

Fdow Parcela correspondente ao efeito de ferrolho, modelo de Menétrey 

Ffail Carga resistente da laje 

Fflex Força resistente à flexão, modelo de Menétrey 

Fp Parcela correspondente aos cabos de pré-esforço, modelo de Menétrey 

Fpun Força resistente ao punçoamento, modelo de Menétrey 
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Fsr Força de tracção nas armaduras na zona do cone de punçoamento, modelo de 

Shehata Simplificado 

Fst Força de tracção na armadura superior da laje, modelo de Shehata 

Simplificado 

Fsw Parcela correspondente às armaduras de reforço, modelo de Menétrey 

Gf Energia de Fractura 

Lc, Lt Projecções das dimensões do elemento finito segundo os eixos das tensões 

principais 

P Carga aplicada na laje, modelo de Shehata Simplificado 

Rd Valor de dimensionamento da resistência 

Rm Valor médio da resistência 

S Superfície do cone de punçoamento, compreendida verticalmente entre o 

braço do binário das forças interiores e horizontalmente entre os raios r1 e r2, 

modelo de Menétrey 

Vflex Força última de resistência à flexão, modelo de Moe 

Vshear Força última de resistência ao esforço transverso, modelo de Moe 

Vu Carga última de punçoamento, modelo de Moe 

Vu,c Resistência última do betão, modelo de Kinnunen/Nylander 

Vu,s Resistência última das armaduras, modelo de Kinnunen/Nylander 

 

 

 

Letras gregas 

α Inclinação do cone de rotura por punçoamento 

βp Inclinação dos cabos de pré-esforço, modelo de Menétrey 

βsw Inclinação da armadura de reforço, modelo de Menétrey 

γ*R Factor de segurança da resistência global 

γRd Factor de incerteza do modelo 
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Δ௫
௧௛௥ Ângulo pré-definido para alteração da direcção das fendas no modelo de 

fendilhação Multiple Fixed Crack Model 

∆Φ Ângulo adoptado para o elemento radial, limitado pelas fendas radiais, modelo 

de Shehata Simplificado 

εc1 Extensão correspondente à resistência máxima à compressão do betão 

εcr Extensão de abertura de fenda 

εeq Extensão uniaxial equivalente à tensão efectiva 

ζ Relação entre a tensão instalada na armadura e a tensão de cedência, modelo 

de Menétrey 

η Coeficiente de correcção da espessura da laje, modelo de Menétrey 

μ Coeficiente de correcção para a relação entre dimensões do pilar e a 

espessura da laje, modelo de Menétrey 

ξ Coeficiente de correcção da percentagem de armadura, modelo de Menétrey 

ρ Percentagem geométrica de armadura, modelo de Kinnunen/Nylander 

ρl Percentagem geométrica de armadura, NP EN 1992-1-1 

ρx, ρy Percentagens geométricas de armadura em direcções perpendiculares, NP EN 

1992-1-1 

σ Tensão normal na fenda, Lei de abertura de Fendas 

σc1 e σc2 Tensões Principais  

σc
ef Tensão efectiva 

σcp Média das tensões de compressão na zona crítica, NP EN 1992-1-1 

σcu Tensão média de resistência à compressão do betão em provetes cúbicos 

σp Tensão de pré-esforço dos cabos instalados, modelo de Menétrey 

σs Tensão instalada na armadura de flexão, modelo de Menétrey 

σx, σy Tensões de compressão na zona crítica em direcções perpendiculares, NP EN 

1992-1-1 
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Abreviações 

CEB Comité Euro-International du Béton 

EC2 Eurocódigo 2 correspondente à NP EN 1992-1-1 

FCM Fixed Crack Model 

FIB Fédération Internationale du Béton 

FIP Fédération Internationale de la Précontrainte 

PTV Princípio dos Trabalhos Virtuais 

RCM Rotated Crack Mode 

RILEM Réunion Internationale des Laboratoires et Experts des Matériaux, systèmes 

de construction et ouvrages 

 

 

  



ÍNDICE 

 

xv 
 

ÍNDICE 

AGRADECIMENTOS ........................................................................................................................... i 

RESUMO ......................................................................................................................................... iii 

ABSTRACT ....................................................................................................................................... v 

PALAVRAS CHAVE .......................................................................................................................... vii 

KEYWORDS .................................................................................................................................... vii 

NOTAÇÕES ..................................................................................................................................... ix 

ÍNDICE ........................................................................................................................................... xv 

ÍNDICE DE QUADROS ................................................................................................................... xxv 

1  INTRODUÇÃO ........................................................................................................................... 1 

1.1  ASPECTOS GERAIS ........................................................................................................................ 1 

1.2  OBJECTIVOS ................................................................................................................................ 2 

1.3  ORGANIZAÇÃO ............................................................................................................................ 3 

2  ESTADO DA ARTE ..................................................................................................................... 5 

2.1  INTRODUÇÃO .............................................................................................................................. 5 

2.2  MECANISMO DO FENÓMENO DO PUNÇOAMENTO .............................................................................. 5 

2.3  MODELOS EMPÍRICOS E ANALÍTICOS ............................................................................................... 7 

2.3.1  Kinnunen e Nylander, 1960 ............................................................................................. 7 

2.3.2  Moe, 1960 ....................................................................................................................... 9 

2.3.3  Bræstrupe Nielsen, 1976 ................................................................................................. 9 

2.3.4  Shehata Simplificado, 1990 ........................................................................................... 10 

2.3.5  Menétrey, 1996 ............................................................................................................. 12 

2.4  MODELOS NUMÉRICOS ............................................................................................................... 18 

2.4.1  Ožbolt e Vocke (MASA), 1999 ........................................................................................ 18 

2.4.2  Beutel e Hegger, 1998 ................................................................................................... 19 

2.4.3  Staller (MARC), 2000 ..................................................................................................... 21 

2.4.4  Trautwein et al. (2006) (DIANA) .................................................................................... 22 

2.4.5  Belakhdar, 2008 ............................................................................................................ 24 

2.4.6  Inácio, 2010 ................................................................................................................... 26 

2.5  NORMAS E RECOMENDAÇÕES ...................................................................................................... 27 



MODELAÇÃO NUMÉRICA DO PUNÇOAMENTO DE LAJES FUNGIFORMES REFORÇADAS COM PARAFUSOS 

 

xvi 
 

2.5.1  Eurocódigo 2 .................................................................................................................. 27 

2.5.2  Model Code 2010 ........................................................................................................... 29 

3  ANÁLISE NÃO LINEAR DE ELEMENTOS DE BETÃO ARMADO ................................................... 33 

3.1  ELEMENTOS FINITOS ................................................................................................................... 33 

3.1.1  Formulação do problema pelo Princípio dos Trabalhos Virtuais ................................... 33 

3.1.2  Tipos de Elementos ........................................................................................................ 35 

3.1.3  Integração de Gauss ...................................................................................................... 37 

3.2  MODOS DE FRACTURA ................................................................................................................ 39 

3.3  FISSURAÇÃO .............................................................................................................................. 40 

3.3.1  Fictitious Crack Model ................................................................................................... 40 

3.3.2  Crack Band Theory ......................................................................................................... 40 

3.3.3  Modelos de Fissuração .................................................................................................. 41 

3.3.4  Fissuração Discreta ........................................................................................................ 42 

3.3.5  Fissuração Distribuída ................................................................................................... 42 

3.4  INTRODUÇÃO AO SOFTWARE ATENA ............................................................................................ 48 

3.5  MODELOS DE CONSTITUTIVOS DO BETÃO ....................................................................................... 49 

3.5.1  Relações Tensão‐Deformação ....................................................................................... 49 

3.5.2  Comportamento sob Tracção ........................................................................................ 50 

3.5.3  Comportamento sob Compressão ................................................................................. 52 

3.5.4  Processo de fractura ...................................................................................................... 53 

3.5.5  Rotura Biaxial ................................................................................................................ 54 

3.5.6  Fendilhação .................................................................................................................... 55 

3.5.7  Comportamento após Fendilhação ............................................................................... 56 

3.6  MODELOS CONSTITUTIVOS PARA ARMADURAS DE AÇO .................................................................... 57 

3.6.1  Armadura Distribuída .................................................................................................... 57 

3.6.2  Armadura Discreta ......................................................................................................... 57 

3.6.3  Relações Tensão‐Deformação ....................................................................................... 58 

3.6.4  Modelos de Aderência ................................................................................................... 58 

4  DESCRIÇÃO DOS MODELOS E ENSAIOS ................................................................................... 61 

4.1  MODELOS EXPERIMENTAIS (INÁCIO, 2010) .................................................................................... 61 

4.1.1  Geometria ...................................................................................................................... 61 

4.1.2  Materiais ........................................................................................................................ 64 

4.1.3  Instrumentação ............................................................................................................. 69 



ÍNDICE 

 

xvii 
 

4.1.4  Execução do Ensaio ....................................................................................................... 70 

4.2  MODELAÇÃO NUMÉRICA ............................................................................................................. 72 

4.2.1  Geometria ...................................................................................................................... 72 

4.2.2  Materiais ....................................................................................................................... 76 

4.2.3  Pontos de aquisição de dados ....................................................................................... 79 

4.2.4  Execução do Ensaio ....................................................................................................... 80 

5  ANÁLISE NUMÉRICA ............................................................................................................... 83 

5.1  CARGA DE ROTURA E MODO DE ROTURA ........................................................................................ 83 

5.2  EVOLUÇÃO DOS DESLOCAMENTOS VERTICAIS .................................................................................. 92 

5.2.1  Laje ID1 .......................................................................................................................... 92 

5.2.2  Laje ID2 .......................................................................................................................... 95 

5.2.3  Laje ID3 .......................................................................................................................... 98 

5.2.4  Laje ID4 ........................................................................................................................ 100 

5.2.5  Laje ID5 ........................................................................................................................ 103 

5.2.6  Observações ................................................................................................................ 105 

5.3  EVOLUÇÃO DAS EXTENSÕES NA ARMADURA SUPERIOR .................................................................... 106 

5.3.1  Laje ID1 ........................................................................................................................ 107 

5.3.2  Laje ID2 ........................................................................................................................ 111 

5.3.3  Laje ID3 ........................................................................................................................ 115 

5.3.4  Laje ID4 ........................................................................................................................ 119 

5.3.5  Laje ID5 ........................................................................................................................ 123 

5.3.6  Observações ................................................................................................................ 127 

5.4  EVOLUÇÃO DA CARGA NOS PARAFUSOS ........................................................................................ 127 

5.4.1  Laje ID2 ........................................................................................................................ 128 

5.4.2  Laje ID3 ........................................................................................................................ 130 

5.4.3  Laje ID4 ........................................................................................................................ 132 

5.4.4  Laje ID5 ........................................................................................................................ 134 

5.4.5  Observações ................................................................................................................ 135 

6  CONCLUSÕES FINAIS E DESENVOLVIMENTOS FUTUROS ....................................................... 137 

6.1  CONCLUSÕES FINAIS ................................................................................................................. 137 

6.2  DESENVOLVIMENTOS FUTUROS .................................................................................................. 138 

REFERÊNCIAS ............................................................................................................................... 139 



MODELAÇÃO NUMÉRICA DO PUNÇOAMENTO DE LAJES FUNGIFORMES REFORÇADAS COM PARAFUSOS 

 

xviii 
 

 



ÍNDICE DE FIGURAS 

 

xix 
 

ÍNDICE DE FIGURAS 

Figura 1‐1 – Evolução do poder de computação  .................................................................................................... 2 

Figura 2‐1 – Fendas tangenciais e radiais. ............................................................................................................... 6 

Figura 2‐2 – Fendilhação de corte ........................................................................................................................... 6 

Figura 2‐3 – Separação entre pilar e laje devido à abertura da fenda de corte ...................................................... 7 

Figura 2‐4 – Modelo Mecânico de Kinnunen e Nylander  ....................................................................................... 8 

Figura 2‐5 – Cone de rotura do modelo de Braestrup et al  .................................................................................. 10 

Figura 2‐6 – Modelo mecânico, elemento rígido e equilíbrio e forças  ................................................................. 11 

Figura 2‐7 – Representação das forças intervenientes na resistência ao punçoamento  ..................................... 13 

Figura 2‐8 – Modos de rotura em lajes reforçadas  .............................................................................................. 16 

Figura 2‐9 – Cones de Rotura: a) Simulação numérica (Extensões Principais) b) Ensaio laboratorial  .................. 19 

Figura 2‐10 – Tipos de elementos de barra usados para simular armadura específicas  ...................................... 20 

Figura 2‐11 – Ilustração das extensões principais na rotura  ................................................................................ 21 

Figura 2‐12 – Influência da espessura da laje na resistência ao punçoamento  ................................................... 22 

Figura 2‐13 – Influência da resistência do betão na resistência ao punçoamento  .............................................. 22 

Figura 2‐14 – Malha de elementos finitos e disposição de armaduras  ................................................................ 23 

Figura 2‐15 – Cima Esquerda – Rotura M1; Direita – Rotura M2; Baixo – Rotura M3  ......................................... 24 

Figura 2‐16 – Malha de Elementos Finitos utilizada por Belakhdar  ..................................................................... 25 

Figura 2‐17 – Influência do número de fiadas no comportamento da laje  .......................................................... 25 

Figura 2‐18 – Influência do número de fiadas de armadura de reforço na resistência ao punçoamento  ........... 26 

Figura 2‐19 – Modelo com elementos “Brick” ...................................................................................................... 26 

Figura 2‐20 – Modelo com elementos “Brick” no interior e elementos “Shell” no exterior ................................. 27 

Figura 2‐21 – Perímetro de contorno considerado pelo Eurocódigo 2  ................................................................ 28 

Figura 2‐22 – Algoritmo previsão‐correcção  ........................................................................................................ 30 

Figura 3‐1 – Geometria dos elementos Tetraedros  .............................................................................................. 36 

Figura 3‐2 – Geometria dos elementos Hexaedros  .............................................................................................. 36 

Figura 3‐3 – Geometria dos elementos Wedge  .................................................................................................... 36 

Figura 3‐4 – Transformação de coordenadas  ....................................................................................................... 38 

Figura 3‐5 – Modos de propagação de fendas ...................................................................................................... 40 

Figura 3‐6 – Bandas de rotura, projecção das dimensões do elemento  .............................................................. 41 

Figura 3‐7 – Propagação da fenda sem reformulação de malha  .......................................................................... 42 

Figura 3‐8 – Propagação da fenda com reformulação de malha  .......................................................................... 42 

Figura 3‐9 ‐ Estados de extensões e tensões após fissuração no Fixed Crack Model  ........................................... 43 

Figura 3‐10 ‐ Estados de extensões e tensões após fissuração no Rotated Crack Model  .................................... 44 

Figura 3‐11 – a) Microestrutura do material granular, b) Elemento representativo dos microplanos c) Projecções 

das extensões de um microplano  ......................................................................................................................... 45 

Figura 3‐12 – Ilustração gráfica do critério de falha do Adaptative Fixed Crack Model  ....................................... 46 



MODELAÇÃO NUMÉRICA DO PUNÇOAMENTO DE LAJES FUNGIFORMES REFORÇADAS COM PARAFUSOS 

 

xx 
 

Figura 3‐13 – Ilustração de alguns modelos de fissuração  ................................................................................... 47 

Figura 3‐14 – Esquerda ‐ Início do segmento coesivo; Direita – Propagação do segmento  ................................. 48 

Figura 3‐15 – Esquerda – Intersecção de segmentos formando uma ponta livre; Direita – União de segmentos 

 ............................................................................................................................................................................... 48 

Figura 3‐16 ‐ Diagrama Tensão‐Deformação  ........................................................................................................ 50 

Figura 3‐17 – Lei de abertura de fendas exponencial  ........................................................................................... 51 

Figura 3‐18 ‐ Relações Tensão‐Deformação propostas pelo Model Code 1990  ................................................... 52 

Figura 3‐19 ‐ Relações adoptadas pelo software SBETA ATENA  ........................................................................... 52 

Figura 3‐20 ‐ Fases da abertura de fendas  ............................................................................................................ 54 

Figura 3‐21 ‐ Critério de rotura Biaxial  .................................................................................................................. 55 

Figura 3‐22 – Modelo de amolecimento relacionado com o tipo de fractura ....................................................... 56 

Figura 3‐23 – Redução de compressão após fendilhação  ..................................................................................... 57 

Figura 3‐24 – Modelos de armaduras  ................................................................................................................... 58 

Figura 3‐25 – Modelos pré‐definidos de Bond Slip  ............................................................................................... 59 

Figura 4‐1 – Planta da laje ID1 ............................................................................................................................... 62 

Figura 4‐2 – Corte da laje no ensaio ...................................................................................................................... 62 

Figura 4‐3 – Planta das lajes ID2 a ID5 ................................................................................................................... 63 

Figura 4‐4 – Pormenor da geometria do reforço das lajes .................................................................................... 63 

Figura 4‐5 – Esquema das armaduras das lajes ..................................................................................................... 64 

Figura 4‐6 – Relações tensão‐deformação obtidas no ensaio de tracção aos varões fornecidos ......................... 66 

Figura 4‐7 – Geometria dos parafusos de reforço ................................................................................................. 67 

Figura 4‐8 – Relações tensão‐deformação dos parafusos de reforço ................................................................... 67 

Figura 4‐9 – Relações tensão‐deformação e tensões limite proporcionalidade dos parafusos de reforço .......... 68 

Figura 4‐10 – Deflectómetros presentes no ensaio ............................................................................................... 69 

Figura 4‐11 – Localização dos extensómetros nos varões no eixo N‐S .................................................................. 69 

Figura 4‐12 – Localização dos extensómetros nos parafusos de reforço .............................................................. 70 

Figura 4‐13 – Geometria do modelo no ATENA ..................................................................................................... 73 

Figura 4‐14 – Geometria do modelo ID1 no ATENA; Cima – 1/4 Laje em planta; Baixo – 1/4 Laje em corte ....... 74 

Figura 4‐15 – Modelo ID1 representado pelo pré‐processamento do software ATENA, para os dois refinamentos 

utilizados ................................................................................................................................................................ 74 

Figura 4‐16 – Geometria do modelo ID2 a ID5 no software ATENA; Cima – 1/4 Laje em planta; Baixo – 1/4 Laje 

em corte................................................................................................................................................................. 75 

Figura  4‐17  – Modelo  ID2  a  ID5  representado  pelo  pré‐processamento  do  software  ATENA,  para  os  dois 

refinamentos utilizados ......................................................................................................................................... 76 

Figura 4‐18 – Diagrama tensão‐deformação dos varões de diâmetro de 6mm .................................................... 77 

Figura 4‐19 – Diagrama tensão‐deformação dos varões de diâmetro de 10mm .................................................. 78 



ÍNDICE DE FIGURAS 

 

xxi 
 

Figura 4‐20 – Evolução da tensão com a extensão no parafuso de diâmetro M6 e o respectivo modelo numérico

 ............................................................................................................................................................................... 78 

Figura 4‐21 – Evolução da tensão com a extensão no parafuso de diâmetro M8 e o respectivo modelo numérico

 ............................................................................................................................................................................... 79 

Figura  4‐22  –  Evolução  da  tensão  com  a  extensão  no  parafuso  de  diâmetro M10  e  o  respectivo modelo 

numérico ............................................................................................................................................................... 79 

Figura 4‐23 – Localização dos pontos de aquisição de dados ............................................................................... 80 

Figura 5‐1 – Comparação entre as cargas de rotura experimentais, numéricas e as previstas pela norma EC2 .. 85 

Figura 5‐2 – Modos de rotura para os modelos ID1, a) ID1, b) ID1 RCM, c) ID1 RCM Refinado, d) Experimental  87 

Figura 5‐3 – Modos de rotura para os modelos ID2, a) ID2, b) ID2 RCM, c) ID2 RCM Refinado, d) Experimental  88 

Figura 5‐4 – Modos de rotura para os modelos ID3, a) ID3, b) ID3 RCM, c) ID3 RCM Refinado, d) Experimental  89 

Figura 5‐5 – Modos de rotura para os modelos ID4, a) ID4, b) ID4 RCM, c) ID4 RCM Refinado, d) Experimental  90 

Figura 5‐6 – Modos de rotura para os modelos ID5, a) ID5, b) ID5 RCM, c) ID5 RCM Refinado, d) Experimental  91 

Figura 5‐7 – Evolução dos deslocamentos com a carga aplicada nos modelos ID1 .............................................. 93 

Figura 5‐8 – Deformadas E‐O para diversos patamares de carga no modelo ID1 ................................................. 93 

Figura 5‐9 – Deformadas E‐O para diversos patamares de carga no modelo ID1 RCM ........................................ 94 

Figura 5‐10 – Deformadas E‐O para diversos patamares de carga no modelo ID1 RCM Refinado ....................... 94 

Figura 5‐11 – Evolução dos deslocamentos com a carga aplicada nos modelos ID2 ............................................ 96 

Figura 5‐12 – Deformadas E‐O para diversos patamares de carga no modelo ID2 ............................................... 96 

Figura 5‐13 – Deformadas E‐O para diversos patamares de carga no modelo ID2 RCM ...................................... 97 

Figura 5‐14 – Deformadas E‐O para diversos patamares de carga no modelo ID2 RCM Refinado ....................... 97 

Figura 5‐15 – Evolução dos deslocamentos com a carga aplicada nos modelos ID3 ............................................ 98 

Figura 5‐16 – Deformadas E‐O para diversos patamares de carga no modelo ID3 ............................................... 99 

Figura 5‐17 – Deformadas E‐O para diversos patamares de carga no modelo ID3 RCM ...................................... 99 

Figura 5‐18 – Deformadas E‐O para diversos patamares de carga no modelo ID3 RCM Refinado ..................... 100 

Figura 5‐19 – Evolução dos deslocamentos com a carga aplicada nos modelos ID4 .......................................... 101 

Figura 5‐20 – Deformadas E‐O para diversos patamares de carga no modelo ID4 ............................................. 101 

Figura 5‐21 – Deformadas E‐O para diversos patamares de carga no modelo ID4 RCM .................................... 102 

Figura 5‐22 – Deformadas E‐O para diversos patamares de carga no modelo ID4 RCM Refinado ..................... 102 

Figura 5‐23 – Evolução dos deslocamentos com a carga aplicada nos modelos ID4 .......................................... 103 

Figura 5‐24 – Deformadas E‐O para diversos patamares de carga no modelo ID5 ............................................. 104 

Figura 5‐25 – Deformadas E‐O para diversos patamares de carga no modelo ID5 RCM .................................... 104 

Figura 5‐26 – Deformadas E‐O para diversos patamares de carga no modelo ID5 RCM Refinado ..................... 105 

Figura 5‐27 – Posição dos extensómetros ........................................................................................................... 106 

Figura 5‐28 – Evolução das extensões nas armaduras nos modelos numéricos da  laje  ID1 e comparação com 

modelo experimental .......................................................................................................................................... 107 



MODELAÇÃO NUMÉRICA DO PUNÇOAMENTO DE LAJES FUNGIFORMES REFORÇADAS COM PARAFUSOS 

 

xxii 
 

Figura 5‐29 – Evolução das extensões nas armaduras nos modelos numéricos da  laje  ID1 e comparação com 

modelo experimental, por extensómetro ........................................................................................................... 108 

Figura 5‐30 – Distribuição transversal das extensões, modelo ID1 (corte E‐O) ................................................... 109 

Figura 5‐31 – Distribuição transversal das extensões, modelo ID1 RCM (corte E‐O) .......................................... 110 

Figura 5‐32 – Distribuição transversal das extensões, modelo ID1 RCM Refinado (corte E‐O) ........................... 110 

Figura 5‐33 – Evolução das extensões nas armaduras nos modelos numéricos da  laje  ID2 e comparação com 

modelo experimental .......................................................................................................................................... 111 

Figura 5‐34 – Evolução das extensões nas armaduras nos modelos numéricos da  laje  ID2 e comparação com 

modelo experimental, por extensómetro ........................................................................................................... 112 

Figura 5‐35 – Distribuição transversal das extensões, modelo ID2 (corte E‐O) ................................................... 113 

Figura 5‐36 – Distribuição transversal das extensões, modelo ID2 RCM (corte E‐O) .......................................... 113 

Figura 5‐37 – Distribuição transversal das extensões, modelo ID2 RCM Refinado (corte E‐O) ........................... 114 

Figura 5‐38 – Evolução das extensões nas armaduras nos modelos numéricos da  laje  ID3 e comparação com 

modelo experimental .......................................................................................................................................... 115 

Figura 5‐39   – Evolução das extensões nas armaduras nos modelos numéricos da  laje  ID3 e comparação com 

modelo experimental, por extensómetro ........................................................................................................... 116 

Figura 5‐40 – Distribuição transversal das extensões, modelo ID3 (corte E‐O) ................................................... 117 

Figura 5‐41 – Distribuição transversal das extensões, modelo ID3 RCM (corte E‐O) .......................................... 118 

Figura 5‐42 – Distribuição transversal das extensões, modelo ID3 RCM Refinado (corte E‐O) ........................... 118 

Figura 5‐43 – Evolução das extensões nas armaduras nos modelos numéricos da  laje  ID4 e comparação com 

modelo experimental .......................................................................................................................................... 119 

Figura 5‐44 – Evolução das extensões nas armaduras nos modelos numéricos da  laje  ID4 e comparação com 

modelo experimental, por extensómetro ........................................................................................................... 120 

Figura 5‐45 – Distribuição transversal das extensões, modelo ID4 (corte E‐O) ................................................... 121 

Figura 5‐46 – Distribuição transversal das extensões, modelo ID4 RCM (corte E‐O) .......................................... 121 

Figura 5‐47 – Distribuição transversal das extensões, modelo ID4 RCM Refinado (corte E‐O) ........................... 122 

Figura 5‐48 – Evolução das extensões nas armaduras nos modelos numéricos da  laje  ID5 e comparação com 

modelo experimental .......................................................................................................................................... 123 

Figura 5‐49 – Evolução das extensões nas armaduras nos modelos numéricos da  laje  ID5 e comparação com 

modelo experimental, por extensómetro ........................................................................................................... 124 

Figura 5‐50 – Distribuição transversal das extensões, modelo ID5 (corte E‐O) ................................................... 125 

Figura 5‐51 – Distribuição transversal das extensões, modelo ID5 RCM (corte E‐O) .......................................... 126 

Figura 5‐52 – Distribuição transversal das extensões, modelo ID5 RCM Refinado (corte E‐O) ........................... 126 

Figura 5‐53 – Evolução da força nos parafusos no modelo ID2 ........................................................................... 128 

Figura 5‐54 – Evolução da força nos parafusos no modelo ID2 RCM .................................................................. 128 

Figura 5‐55 – Evolução da força nos parafusos no modelo ID2 RCM Refinado ................................................... 129 

Figura 5‐56 – Forças iniciais e na rotura dos parafusos nos modelos da laje ID2 ................................................ 129 



ÍNDICE DE FIGURAS 

 

xxiii 
 

Figura 5‐57 – Evolução da força nos parafusos no modelo ID3 .......................................................................... 130 

Figura 5‐58 – Evolução da força nos parafusos no modelo ID3 RCM .................................................................. 130 

Figura 5‐59 – Evolução da força nos parafusos no modelo ID3 RCM Refinado ................................................... 131 

Figura 5‐60 – Forças iniciais e na rotura dos parafusos nos modelos da laje ID3 ............................................... 131 

Figura 5‐61 – Evolução da força nos parafusos no modelo ID4 .......................................................................... 132 

Figura 5‐62 – Evolução da força nos parafusos no modelo ID4 RCM .................................................................. 132 

Figura 5‐63 – Evolução da força nos parafusos no modelo ID4 RCM Refinado ................................................... 133 

Figura 5‐64 – Forças iniciais e na rotura dos parafusos nos modelos da laje ID4 ............................................... 133 

Figura 5‐65 – Evolução da força nos parafusos no modelo ID5 .......................................................................... 134 

Figura 5‐66 – Evolução da força nos parafusos no modelo ID5 RCM .................................................................. 134 

Figura 5‐67 – Evolução da força nos parafusos no modelo ID5 RCM Refinado ................................................... 134 

Figura 5‐68 – Forças iniciais e na rotura dos parafusos nos modelos da laje ID5 ............................................... 135 

 

   



MODELAÇÃO NUMÉRICA DO PUNÇOAMENTO DE LAJES FUNGIFORMES REFORÇADAS COM PARAFUSOS 

 

xxiv 
 

  



ÍNDICE DE QUADROS 

 

xxv 
 

ÍNDICE DE QUADROS 

Quadro 2‐1 – Resultados obtidos nos ensaios de Trautwein et al  ....................................................................... 23 

Quadro 3‐1‐ Tipos de elementos 3D ..................................................................................................................... 37 

Quadro 4‐1– Alturas úteis das lajes ....................................................................................................................... 64 

Quadro 4‐2– Características do Betão ................................................................................................................... 65 

Quadro 4‐3 – Características do Aço ..................................................................................................................... 66 

Quadro 4‐4 – Características dos Parafusos .......................................................................................................... 67 

Quadro 4‐5 – Cargas da 1ª e 2ª fase do carregamento ......................................................................................... 71 

Quadro 4‐6 – Pré‐esforço nos parafusos de reforço ............................................................................................. 71 

Quadro 4‐7 – Cargas de fendilhação dos modelos ID1 a ID5 nos ensaios experimentais ..................................... 72 

Quadro 4‐8 – Características do Betão no software ATENA .................................................................................. 77 

Quadro 4‐9 – Pré‐Esforço inicial e Variação de temperatura correspondente ..................................................... 81 

Quadro 4‐10 – Carga crítica estimada e observada para os diversos modelos ..................................................... 81 

Quadro 5‐1 – Comparação entre as cargas de rotura experimentais, numéricas e as previstas pela norma EC2 84 

Quadro 5‐2 – Variação máxima da carga de rotura nos modelos numéricos ....................................................... 85 

Quadro 5‐3 – Média dos erros obtidos face ao valor experimental ...................................................................... 85 

 

 

  



MODELAÇÃO NUMÉRICA DO PUNÇOAMENTO DE LAJES FUNGIFORMES REFORÇADAS COM PARAFUSOS 

 

xxvi 
 

 



1 - INTRODUÇÃO  

 

1 
 

 

1 INTRODUÇÃO 

 

1.1 Aspectos gerais 

Desde sempre que o trabalho de um engenheiro de estruturas tem a função de 

dimensionamento de estruturas seguras e económicas, obedecendo às limitações 

arquitectónicas impostas. 

As lajes fungiformes permitem um aligeiramento dos edifícios, minorando ligeiramente a 

massa, facilitam a passagem de instalações técnicas sem alteração do sistema estrutural, e 

são de execução fácil quando comparadas com lajes vigadas. Como desvantagens, a não 

utilização de vigas provoca esforços de flexão e punçoamento concentrados nos apoios, 

provoca maiores deformações nos painéis centrais, e uma maior flexibilidade face às acções 

horizontais [40]. 

Os esforços concentrados nos apoios condicionam frequentemente a escolha da espessura 

da laje, e/ou conduzem à utilização de capitéis para aumento local da altura útil da laje, ou 

ao uso de armadura específica de punçoamento. 

Como tal, as lajes fungiformes representam uma alternativa viável face às lajes vigadas, 

quando tomadas as devidas precauções com os seus pontos críticos. 

A rotura por punçoamento ocorre sob uma forma tronco-cónica no perímetro do pilar, pelo 

que o uso de capitéis aumenta a área dessa mesma superfície, aumentando a resistência 

ao punçoamento. O uso de armadura específica, em particular a armadura que atravessa 

essa mesma superfície aumenta também a capacidade resistente a punçoamento da laje. 

Pelo facto de a rotura por punçoamento ser uma rotura frágil, e de a redistribuição dos 

esforços poder ser demasiado grande para ser absorvida pelos restantes pilares, é 

importante o correcto dimensionamento destas zonas em lajes fungiformes. Apesar de a 

regulamentação existente apresentar soluções para o dimensionamento, nem todos os 

edifícios a cumprem, ou por serem edifícios antigos, ou porque a regulamentação não foi 

cumprida, ou por alteração da funcionalidade do edifício, requerendo um aumento da 

capacidade resistente, sendo assim necessário o desenvolvimento de soluções de reforço 

para edifícios existentes que necessitem. 

O uso de parafusos verticais pós-instalados é uma técnica de reforço simples, eficaz e fácil 

de aplicar, existindo já alguns ensaios feitos utilizando esta técnica. 
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Já são conhecidos alguns resultados deste reforço, através dos ensaios realizados por 

Duarte [17]. Estes ensaios consistiam na aplicação de três diâmetros de parafusos 

diferentes, M6, M8 e M10, assim como um diferente aperto inicial para o diâmetro intermédio 

M8, e comparações de deslocamentos e extensões com um modelo de referência não 

reforçado. 

Os dados obtidos mostraram uma melhoria na resistência para todos os reforços, assim 

como aumento da ductilidade da laje, permitindo deformações muito maiores na rotura. 

Como esperado, a laje reforçada com parafusos de maior diâmetro, M10, permitiu maior 

carga de rotura. Pelo contrário, o menor diâmetro, M6, permitiu uma menor carga de rotura, 

mas ainda assim superior à da laje de referência. 

O objectivo deste trabalho é a modelação numérica das lajes ensaiadas, e a comparação 

dos resultados obtidos. Para tal, foram criados três modelos numéricos para cada laje a 

ensaiar, num total de 15, sendo que para cada laje será feita uma análise da influência do 

modelo de fissuração adoptado, o Fixed Crack Model e o Rotated Crack Model e uma 

análise da influência do refinamento da malha de elementos finitos utilizada. 

 

1.3 Organização 

Esta tese é constituída por 6 capítulos, que se estendem desde uma breve introdução ao 

fenómeno do punçoamento, até aos ensaios numéricos efectuados e respectivas 

conclusões. 

O Capítulo 2 descreve o problema do punçoamento em lajes, descrevendo o mecanismo de 

rotura, assim como as diversas fases. Seguidamente são apresentados alguns modelos 

empíricos e analíticos, assim como modelos numéricos estudados por vários autores que 

tentaram descrever e prever este tipo de rotura tanto em lajes não reforçadas, como em 

lajes reforçadas. De forma a acompanhar a regulamentação em vigor, são apresentadas 

algumas recomendações de cálculo da norma NP-EN 1992-1 [10].  

No Capítulo 3 são apresentadas as bases de um software de elementos finitos pelo princípio 

dos trabalhos virtuais, são descritos diversos modelos de fissuração e algumas 

características necessárias em análises não-lineares de elementos finitos, assim como 

algumas características do software utilizado, o ATENA 3D, referentes a modelos de 

constituição dos materiais. 

O Capítulo 4 descreve os modelos ensaiados em laboratório por Duarte [17] e os modelos 

numéricos ensaiados nesta dissertação. Esta descrição inclui a geometria dos modelos, 
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materiais utilizados, a instrumentação utilizada para aquisição de dados e uma breve 

descrição da execução do ensaio. 

O Capítulo 5 apresenta a análise dos dados obtidos nos ensaios, e comparação dos 

modelos de laboratório com os modelos numéricos. A comparação foi feita recorrendo a 4 

características dos modelos: a extensão em determinadas armaduras, o deslocamento 

vertical em determinados pontos da laje, a evolução da carga nos parafusos, e a carga e 

modo de rotura. 

O Capítulo 6 apresenta as principais conclusões dos resultados obtidos nos modelos 

numéricos e da respectiva comparação com os modelos experimentais. 
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2 ESTADO DA ARTE 

 

2.1 Introdução 

O punçoamento é um dos problemas mais complicados na concepção de estruturas de 

betão armado. Por ser uma zona de descontinuidade geométrica, as regras para peças 

lineares não se aplicam, e há que procurar expressões que consigam prever o 

comportamento da peça de betão armado. 

Para tal, desde o início do século XX que diversos investigadores realizaram centenas de 

ensaios para comparação com os modelos idealizados, e assim permitir o avanço do 

conhecimento. Apesar do estudo ter começado no início do século XX, através dos ensaios 

de Talbot [44], estes apenas incidiam sobre punçoamento de paredes e pilares em 

elementos de fundação. 

Nas décadas de 60/70, foram feitos numerosos ensaios sobre punçoamento em lajes. 

Destes, apenas os ensaios de Ghali, Sargious e Huizer [20], incidiam sobre lajes reforçadas 

com parafusos. Mais recentemente, outros ensaios têm sido feitos, como os ensaios de 

Ramos [39], El-Sakawy et al [18], Harajli et al [21], Duarte [17], Luís [32] e Inácio [24]. 

Nos próximos tópicos são descritos o mecanismo de punçoamento, alguns modelos 

propostos por diversos autores, expressões analíticas, modelos numéricos, assim como a 

legislação europeia vigente. 

 

2.2 Mecanismo do fenómeno do punçoamento 

A rotura por punçoamento em lajes ocorre devido à transferência de esforços (momentos 

flectores e esforço transverso) da laje para o pilar. Isto provoca um acumular de tensões 

numa área limitada por um mecanismo de rotura tronco-cónico, que leva a uma rotura frágil 

e repentina. Esta rotura pode levar a um colapso total da estrutura, devido ao aumento de 

esforços nos restantes elementos de suporte. A rotura por punçoamento é composta por 

quatro fases [17]: 
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presente também o parâmetro δ que depende da geometria da laje, nomeadamente do vão 

e da altura útil. 

Esta expressão apenas é válida quando a tensão de cedência das armaduras é atingida 

dentro do cone de punçoamento, sendo que são propostas duas expressões adicionais para 

diferentes localizações da cedência das armaduras. 

 

2.3.2 Moe, 1960 

O modelo desenvolvido por Moe [34] foi definido para lajes rectangulares. 

O modelo foi criado considerando dois estados limite da laje, a força última de flexão, Vflex e 

a força última de resistência ao esforço transverso, Vshear, relacionando-as para obter a 

capacidade última da laje, conforme a expressão (2.3). 

 
௨ܸ

௦ܸ௛௘௔௥
൅ ܣ ௨ܸ

௙ܸ௟௘௫
ൌ 1 (2.3)

 

Em que o parâmetro A é um parâmetro de calibração obtido experimentalmente através dos 

ensaios realizados. 

Moe [34] apresentou também expressões para a determinação da resistência última da laje 

e para a força última de flexão, sendo que estas dependem de parâmetros como a 

resistência sob compressão do betão, da tensão de cedência do aço, da percentagem de 

armadura na laje, das dimensões da laje, nomeadamente a altura útil. 

Todas as expressões determinadas por Moe [34], têm uma base empírica, tendo sido 

adaptadas aos resultados obtidos nos ensaios, e, pelo facto de a teoria ter por base 

modelos geométricos e leis dos materiais, o modelo peca por não definir um modelo físico 

de rotura [5]. 

 

2.3.3 Bræstrupe Nielsen, 1976 

O modelo de Bæstrup e Nielsen [8] é baseado numa análise plástica do mecanismo de 

rotura. 

A resistência última é obtida comparando o trabalho das forças actuantes, com a energia de 

fractura do cone de punçoamento. O cone utilizado consiste num troço inicial recto, junto ao 

pilar, e uma curva catenária na restante zona do cone. Esta rotura está representada na 

Figura 2-5. 
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Fazendo um somatório no ponto 0, ponto que está situado na intersecção da projecção 

vertical do ponto de aplicação da carga com a armadura longitudinal superior. Neste ponto, 

a única força que provoca momento, é a força de compressão na face inferior da laje, Fct, 

com um braço z, que corresponde à altura entre o centro da zona comprimida e o centro das 

armaduras. 

 ෍ܯ௢					݉௥ ൌ .௦௧ܨ Δ߶. ݖ ൌ .௖௧ܨ Δ߶. (2.7) ݖ

 

Através de estes equilíbrios é então obtida a expressão para a carga última da laje, que é 

então dada pela equação (2.8), e depende do raio da coluna utilizada, r0, de um factor de 

correcção, nc, e da resistência à compressão do betão em provetes cilíndricos, fc. 

 ௨ܲ ൌ .ߨ2 .଴ݎ .ݔ ݊௖. ௖݂. tan 10° (2.8)

 

São ainda definidos três tipos de rotura: 

Se o ângulo formado pela força de compressão atingir 20°, as tensões principais de tracção 

ocorrem na zona comprimida e ocorre a separação do betão. 

Se a deformação atingir os valores de rotura do betão, ߝ ൌ 3,5 ൈ 10ିଷ, na zona junto ao pilar 

na face inferior da laje, ocorre esmagamento do betão. 

Se as extensões tangenciais atingirem o valor de rotura do betão, ߝ ൌ 3,5	 ൈ 10ିଷ, a uma 

altura x (correspondente à altura da zona de compressão), junto ao pilar na face inferior da 

laje, ocorre esmagamento tangencial do betão. 

 

2.3.5 Menétrey, 1996 

A expressão analítica criada por Menétrey [33] teve por base resultados obtidos em ensaios 

do mecanismo de rotura por punçoamento. Uma das grandes vantagens trazidas é o facto 

de o modelo contemplar a existência de armaduras principais ortogonais, armaduras de 

reforço para resistência ao punçoamento, assim como a contribuição de cabos de pré-

esforço. 

Este modelo integra um modelo de escoras e tirantes, sendo que a rotura é provocada pela 

falha de um tirante de betão que atravessa o cone de punçoamento, pelo que a resistência à 

tracção do betão se torna muito importante. Para obter a carga de rotura, é necessário 

integrar estas componentes verticais, radialmente, ao longo do cone de punçoamento. Para 
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Na vertical estão mencionadas a altura da laje, h, a altura útil da laje, d, e o braço do binário 

das forças interiores, z.  

Para o cálculo da resistência última, tem de se considerar uma interacção entre o 

punçoamento resistente e a capacidade de resistência à flexão. Esta interacção leva em 

conta a inclinação do cone de punçoamento, como se pode observar na expressão (2.10). 

௙௔௜௟ܨ  ൌ ௣௨௡ܨ ൅ ൫ܨ௙௟௘௫ െ ௣௨௡൯ܨ ቄsinሺ
ଷ

ଶ
ߙ െ 45ሻቅ

భ
మ    ,para   30° ൑ ߙ ൑ 90° (2.10)

 

Pode-se observar que para uma inclinação de 30 graus, a força última é igual ao 

punçoamento resistente, assim como para uma inclinação de 90 graus, a força última 

corresponde à resistência à flexão. 

 

2.3.5.1 Resistência à tracção do Betão 

Esta resistência conta com a transferência ao longo do cone de punçoamento, apenas de 

forças perpendiculares ao cone, não transferindo atrito entre as fendas. 

O cone desenvolve-se ao longo dos raios r1 até ao raio r2. O raio r1 é assumido como um 

décimo da profundidade do cone de punçoamento somado ao raio do pilar e o raio r2 é 

assumido como a profundidade do cone de punçoamento somado ao raio do pilar. 

ଵݎ  ൌ ௦ݎ ൅
1
10

݀
tan ߙ

 (2.11)

ଶݎ  ൌ ௦ݎ ൅
݀

tan ߙ
 (2.12)

 

Isto cria uma superfície de rotura correspondente a: 

 	ܵ ൌ .ߨ ሺݎଵ ൅ .ଶሻݎ (2.13) ݏ

Onde		ݏ ൌ ඥሺݎଶ െ ଵሻଶݎ ൅ ሺ0,9݀ሻଶ 

Simplificadamente, a tensão de tracção no betão é admitida constante ao longo da 

superfície do cone de punçoamento, pelo que se obtém assim a força resistente do betão, 

de acordo com a expressão (2.14). 

௖௧ܨ  ൌ .ߨ ሺݎଵ ൅ .ଶሻݎ .ݏ ௩ߪ ൌ .ߨ ሺݎଵ ൅ .ଶሻݎ .ݏ ௖݂௧

ଶ
ଷ. .ߦ .ߟ (2.14) ߤ

 



2 - ESTADO DA ARTE  

 

15 
 

Esta expressão leva em conta a resistência à tracção do betão, fct, a percentagem de 

armadura, ξ, o efeito de escala para a espessura da laje, η, e o raio de início do cone de 

punçoamento, μ. Estes parâmetros são determinados de acordo com as expressões (2.15), 

(2.16) e (2.17). 

ߦ	  ൌ ൜െ0,1. ߩ
ଶ ൅ 0,46. ߩ ൅ 0,35

0,87
0 ൏ ߩ ൏ 2%
ߩ ൒ 2%

 (2.15)

ߤ  ൌ 1,6 ൬1 ൅
݀
݀௔
൰
ି
ଵ
ଶ
 (2.16)

ߟ	  ൌ ቐ0,1 ቀ
௦ݎ
݄
ቁ
ଶ
െ 0,5 ቀ

௦ݎ
݄
ቁ ൅ 1,25

0,625

0 ൏
௦ݎ
݄ ൏ 2,5

௦ݎ
݄ ൒ 2,5

 (2.17)

 

Nas expressões anteriores, ρ representa a taxa de armadura em percentagem, da 

representa a dimensão máxima do agregado, h, a altura da laje, e rs o raio do pilar. 

 

2.3.5.2 Efeito de Ferrolho 

Este efeito é importante, especialmente em lajes com armaduras ortogonais, onde é 

responsável por cerca de 34% da resistência ao punçoamento, segundo os ensaios de 

Regan e Braestrup [5]. A expressão da contribuição deste efeito foi adoptada do CEB-FIP 

model code 1990 [3], que está na expressão (2.18). 

A expressão tem em conta variáveis como os diâmetros das armaduras, Φs, resistências à 

compressão do betão e à tracção das armaduras, fc e ft, e a inclinação da fenda de 

punçoamento, α. 

ௗ௢௪ܨ  ൌ
1
2

෍ ߶௦
ଶඥ ௖݂ ௧݂ሺ1 െ ζଶሻ. sen ߙ

௕௔௥௥௔௦

 (2.18)

 

Esta expressão tem em conta o número de varões que atravessa o cone, o seu diâmetro, as 

resistências do betão à compressão e do aço à tracção. Existem dois factores de correcção 

para o facto de as armaduras não atravessarem as fendas exactamente na perpendicular, o 

sen(α), para corrigir o plano vertical, e o valor ½, para corrigir o plano horizontal. Há também 

um parâmetro, (1-ζ2), que minora a resistência ao efeito de ferrolho, com a tensão normal já 

instalada na armadura, dado por: 
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Foram também definidos casos diferentes para diferentes tipos de reforço, de acordo com a 

sua capacidade de aderência. No caso de pouca aderência temos barras e parafusos não 

aderentes, e no caso de alta aderência são considerados estribos, varões nervurados e 

parafusos injectados com ligantes. 

Para o caso de baixa aderência é utilizado o conceito de energia de fractura para obter a 

abertura da fenda de punçoamento, e assim, a extensão no varão, que causa o 

carregamento do varão. 

A contribuição dos reforços pode assim ser dada pela expressão (2.20), que depende da 

área de armadura utilizada, Asw, do módulo de elasticidade das mesmas, Esw, assim como 

da energia de fractura, Gf, e resistência à compressão do betão, fct. Depende também d 

parâmetro geométricos como o comprimento da armadura, l, e da inclinação das armaduras, 

βsw.  

௦௪ܨ  ൌ ෍ ௦௪ܧ௦௪ܣ
௙ܩ5

௖݂௧. ݈. cosሺߙሻ
sinሺߚ௦௪ሻ

௩௔௥õ௘௦

൏ ෍ ௦௪ܣ ௦݂௪ sinሺߚ௦௪ሻ
௩௔௥õ௘௦

 (2.20)

Onde na primeira expressão, a contribuição é dada pelo produto da área pela extensão do 

parafuso, pelo módulo de elasticidade e pelo seno do ângulo que o reforço faz com a 

horizontal, e a segunda expressão limita a tensão resistente do parafuso à sua tensão de 

cedência. 

No caso de alta aderência, apenas é considerado a limitação anterior, e é considerada a 

tensão total do parafuso, considerando que existe comprimento suficiente para a 

transmissão da força do parafuso para o betão, através de tensões de aderência. 

௦௪ܨ  ൌ ෍ ௦௪ܣ ௦݂௪ sinሺߚ௦௪ሻ
௩௔௥õ௘௦

 (2.21)

 

2.3.5.4 Contribuição dos cabos de pré-esforço 

Os cabos de pré-esforço são considerados de forma semelhante às armaduras de reforço 

de alta aderência, que corresponde à projecção vertical da força de pré-esforço. 

௣ܨ  ൌ ෍ ௣ߪ௣ܣ sin൫ߚ௣൯

௖௔௕௢௦

 (2.22)
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O facto de ser utilizada a tensão de pré-esforço e não a tensão de cedência dos cabos, está 

relacionada com o facto de que o mecanismo de rotura do punçoamento não permite as 

deformações necessárias para se atingir as extensões de cedência dos cabos de pré-

esforço [5]. 

 

2.4 Modelos Numéricos 

No capítulo 2.4 são apresentados alguns ensaios numéricos do punçoamento de lajes, 

efectuados por diversos autores. São apresentados modelos numéricos a 2 dimensões, bem 

como modelos mais complexos a 3 dimensões. São apresentados modelos não reforçados, 

assim como modelos com armaduras específicas para o punçoamento. 

2.4.1 Ožbolt e Vocke (MASA), 1999 

Os modelos apresentados por Ožbolt e Vocke [38] tiveram como objectivo a verificação dos 

resultados obtidos pelo software utilizado. O software utilizado, de nome MASA, 

MAcroscopic Space Analysis, foi desenvolvido com base no Microplane Model, com recurso 

a limitadores de danos, como a Crack Band Theory. Foram utilizados elementos finitos de 8 

nós para os elementos de betão e elementos de barra com comportamento elasto-plástico 

para as armaduras. Os ensaios foram feitos recorrendo aos eixos de simetria, de modo a 

minimizar o esforço computacional, e impondo o deslocamento no ponto central do pilar, de 

modo obter-se resultados pós-rotura. Como apoios, foram colocados apoios verticais, em 

dados pontos da laje, num total de 3 por cada quarto de laje simulada. Nesses pontos, os 

elementos finitos de betão foram alterados de modo a terem um comportamento linear, para 

evitar rotura local. 

Os resultados numéricos obtidos mostraram uma rotura semelhante aos ensaios 

experimentais, com a formação de um cone de punçoamento, conforme o mostrado na 

Figura 2-9. 
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ோௗ,௖௦ݒ  ൌ 0,75. ோௗ,௖ݒ ൅ 1,5. ൬
݀
ݎݏ
൰ . .௦௪ܣ ௬݂௪ௗ,௘௙. ൬

1
.ݑ ݀

൰ . sinሺߙሻ (2.24)

 

 .ோௗ,௖ – Resistência ao punçoamento sem armaduras específicasݒ

 .௦௪ – Área transversal de armaduras específicas para punçoamento em torno do pilarܣ

 ௬݂௪ௗ,௘௙ – Tensão de cedência de cálculo das armaduras, onde ௬݂௪ௗ,௘௙ ൌ 250 ൅ 0,25. ݀ ൑

௬݂௪ௗ ,de modo a ter em conta o facto de que em lajes pouco espessas, a tensão de 

aderência não ser suficiente para mobilizar a resistência do aço. 

 Ângulo formado entre as armaduras específicas para resistência ao punçoamento e o – ߙ

plano horizontal da laje. 

 

2.5.2 Model Code 2010 

O Model Code 2010 [19] veio trazer alterações ao já antigo Model Code 1990 [3], e assim 

introduzir recomendações actualizadas sobre o dimensionamento de estruturas de betão 

armado.  

Em seguida serão apresentadas as recomendações presentes neste documento, no que se 

refere às análises numéricas. 

 

2.5.2.1 Recomendações para análises numéricas 

No geral o modelo numérico deve ser executado por um critério de erro, pois é inevitável o 

aparecimento de erros oriundos de aproximações numéricas. 

As análises por elementos finitos devem ser feitas recorrendo a algoritmos previsão-

correcção onde a previsão é obtida por uma análise elástica linear, e posteriormente é 

corrigida utilizando as características não lineares dos materiais envolvidos, como ilustrado 

na Figura 2-22. As iterações terminam quando o erro gerado pela diferença entre a previsão 

e a correcção for aceitável. 
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Para verificação dos modelos, deverá ser verificada a influência da malha de elementos 

finitos escolhida, criando um mínimo de três modelos com diferentes tamanhos de 

elementos finitos, comparando a sua influência no resultado final. 

Caso os resultados obtidos para diferentes malhas sejam díspares, os resultados não 

deverão ser considerados. 

 

2.5.2.4 Verificação de segurança 

Esta verificação é feita utilizando um dos seguintes métodos probabilísticos:  

 Método dos factores parciais 

 Método da resistência global 

O método dos factores parciais consiste na aplicação de coeficientes de segurança às 

acções e às características dos materiais. Estes coeficientes têm em conta a variação dos 

valores médios dessas acções e características. Este método não é recomendado para 

análises numéricas pois apesar de ser possível aplicar às acções, não é possível aplicar às 

características dos materiais. 

O método recomendado pelo Model Code 2010 [19] é o método da resistência global, que 

se baseia nas expressões (2.25) e (2.26). 

ௗܨ  ൑ ܴௗ (2.25)

 ܴௗ ൌ
ܴ௠

ோௗߛோ∗ߛ
 (2.26)

Onde a primeira expressão assegura que o valor da resistência de dimensionamento, Rd, é 

maior que o valor de dimensionamento das acções, Fd, e a segunda expressão aplica os 

factores de segurança resistência global e de incerteza do modelo, γR e γRd respectivamente, 

minorando a resistência média, Rm, de modo a obter uma resistência de dimensionamento, 

Rd. 
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3 ANÁLISE NÃO LINEAR DE ELEMENTOS DE BETÃO ARMADO 

 

3.1 Elementos Finitos 

3.1.1 Formulação do problema pelo Princípio dos Trabalhos Virtuais 

A análise da estrutura é feita recorrendo ao Princípio dos Trabalhos Virtuais, PTV, igualando 

o trabalho virtual interno ao trabalho virtual externo. 

O trabalho interno é calculado através do integral do produto das tensões pelas extensões, 

ao longo de todo o volume do elemento finito, como indicado na expressão (3.1). 

 න .௧ߝߜ ߪ ܸ݀
௏

ൌ ܴ (3.1)

 

Seguidamente são feitas algumas transformações, de forma a simplificar a formulação e 

facilitar a sua computação. 

A primeira corresponde à separação das extensões pelo produto de um vector de derivadas 

por um vector de deslocamentos, como mostrado na expressão (3.2). 

ߝߜ  ൌ .ܤ (3.2) ܽߜ

 

A segunda corresponde à introdução da relação tensões-deformação para materiais 

isotrópicos, correspondendo às expressões (3.3), (3.4) e (3.5). 

 ൥
ଵߪ
ଶߪ
߬ଵଶ

൩ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ

ܧ
1 െ ଶߥ

ߥܧ
1 െ ଶߥ

0

ߥܧ
1 െ ଶߥ

ܧ
1 െ ଶߥ

0

0 0
ܧ

2ሺ1 ൅ ےሻߥ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

. ൥
ଵߝ
ଵߝ
ଵଶߛ

൩ (3.3)

 

ߪ  ൌ .ܦ ܦ com ,ߝ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ

ா

ଵିఔమ
ாఔ

ଵିఔమ
0

ாఔ

ଵିఔమ
ா

ଵିఔమ
0

0 0
ா

ଶሺଵାఔሻے
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 (3.4)
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ߪ  ൌ .ܦ .ܤ ܽ (3.5)

 

Seguidamente, após substituições utilizando as relações dadas pela função de forma como 

a da expressão (3.6), obtem-se a expressão para a rigidez do elemento, (3.7). 

ݑߜ  ൌ ܰ. (3.6) ܽߜ

 

 න .௧ܤ .ܦ ܤ ܸ݀
௏

. ܽ ൌ ܴ (3.7)

 

Como se pode observar, a expressão obtida é semelhante à expressão utilizada no método 

dos deslocamentos, a expressão (3.8). 

.ܭ  ܽ ൌ (3.8) ܨ

 

A formulação anteriormente mostrada é válida para todos os elementos finitos, porém, pelo 

facto de o software ATENA utilizar uma análise não linear, a formulação utilizada é 

ligeiramente diferente.  

Uma das diferenças reside no facto de o software ATENA considerar as extensões como a 

soma de uma parte linear, e outra não linear, como na expressão (3.9). Utiliza também 

iterações para a convergência, representadas por (i) nas expressões seguintes. 

௜௝ߝ 
ሺ௜ሻ

௧ ൌ ݁௜௝
ሺ௜ሻ

௧ ൅ ௜௝ߟ
ሺ௜ሻ

௧  (3.9)

 

Após várias transformações, a expressão (3.10), é transformada na expressão (3.11) 

 න 	 ௜ܵ௝
ሺ௜ሻ

௧
௧ା୼௧ ߜ ቀ ௜௝ߝ

ሺ௜ሻ
௧

௧ା୼௧ ቁ
௧
ܸ݀

೟௏

ൌ ܴ௧ା୼୲  (3.10)

 



3 - ANÁLISE NÃO LINEAR DE ELEMENTOS DE BETÃO ARMADO  

 

35 
 

 

න ௜௝௥௦௧ܥ	 	݁௥௦
ሺ௜ሻ

௧ ߜ ቀ ݁௜௝
ሺ௜ሻ

௧ ቁ
௧
ܸ݀

೟௏

൅ න ௜ܵ௝
ሺ௜ିଵሻ

௧
௧ା୼௧ ߜ ቀ ௜௝ߟ

ሺ௜ሻ
௧ ቁ

௧
ܸ݀

೟௏

ൌ ܴ௧ା୼୲ െ න 	 ௜ܵ௝
ሺ௜ିଵሻ

௧
௧ା୼௧ ߜ ቀ 	݁௜௝

ሺ௜ሻ
௧ ቁ

௧
ܸ݀

೟௏

 

(3.11)

 

Na expressão anterior, o primeiro integral representa o trabalho das tensões pela variação 

da parte linear das extensões ao longo do volume do elemento finito, o segundo integral 

representa o trabalho das tensões da iteração anterior pela variação da parte não linear das 

extensões, o terceiro integral representa o trabalho das tensões da iteração anterior pela 

parte linear das extensões. 

Para o trabalho exterior, são consideradas cargas pontuais, distribuídas, e de superfície, 

assim como forças internas dos corpos e forças de inércia. 

Na expressão (3.12) o primeiro integral refere-se ao trabalho efectuado por cargas 

exteriores, sejam cargas pontuais, distribuídas ou de superfície. O segundo integral 

incorpora o trabalho externo devido ao peso próprio. O terceiro integral tem em conta as 

forças de inércia, apenas utilizadas para análises dinâmicas. 

 

ܴ௧ା୼௧ ൌ න ௜ݏ݂
௧ା୼௧ . ൫ߜ ௜௧ݑ ൯ ݀ܵ

೟ௌ

൅ න ݂ܾ௜
௧ା୼௧ . ൫ߜ ௜௧ݑ ൯	ܸ݀

೟௏

൅ න ௧ߩ .
߲ଶ ௜ݑ

ሺ௜ିଵሻ
௧

௧ା୼௧

ଶݐ߲
	ܸ݀

೟௏

 

(3.12)

 

3.1.2 Tipos de Elementos 

Para as análises de zonas de descontinuidade em estruturas de betão armado podem ser 

utilizados elementos finitos de duas dimensões ou três dimensões. No caso do 

punçoamento, as primeiras análises foram feitas com recurso a elementos finitos de duas 

dimensões, simulando armaduras radiais. Os resultados obtidos não eram adequados a 

casos com armaduras ortogonais, casos de punçoamento excêntrico, e casos de 

punçoamento em bordos de lajes [5]. 

 Com a evolução dos modelos numéricos computacionais e com o poder de processamento 

dos computadores, passaram a utilizar-se análises tridimensionais verdadeiras, permitindo a 

aplicação de armaduras ortogonais. O facto de estas análises apresentarem um esforço 



MODELAÇÃO

 

36 
 

computacio

é comum 

esforço co

O softwar

tridimensio

e element

Figura 3-2 

 NUMÉRICA DO

onal muito 

utilizar, pa

mputaciona

re de mod

onais, eleme

tos wedge, 

e Figura 3-

Fig

Fig

F

O PUNÇOAME

maior, não 

ara parte d

al [5]. 

ulação num

entos hexa

de cinco 

-3. 

gura 3-1 – G

gura 3-2 – G

Figura 3-3 –

NTO DE LAJES

permite a m

a estrutura

mérica ATE

edros, de s

faces [12].

Geometria d

Geometria d

– Geometria

S FUNGIFORM

modelação 

a, elemento

ENA supor

seis faces, e

 Tais elem

dos elemen

 

dos elemen

 

a dos eleme

ES REFORÇAD

de estrutur

os de Shel

rta vários t

elementos t

mentos enco

 

ntos Tetraed

 

ntos Hexaed

 

entos Wedg

DAS COM PAR

ras muito gr

l, de modo

tipos de e

tetraedros, 

ontram-se 

dros [12] 

dros [12] 

ge [12] 

RAFUSOS 

randes. Par

o a minimiz

lementos f

de quatro f

nas Figura

ra tal, 

zar o 

finitos 

faces, 

a 3-1, 



3 - ANÁLISE NÃO LINEAR DE ELEMENTOS DE BETÃO ARMADO  

 

37 
 

 

O número de pontos de cada tipo de elemento varia com o tipo de funções de interpolação 

escolhidas. A numeração dos nós com círculos, localizada nos vértices, indica os pontos 

utilizados para funções de interpolação lineares. Para funções de interpolação quadráticas, 

são utlizados os restantes pontos. 

Quadro 3-1- Tipos de elementos 3D 

Elemento 
Função 

Interpoladora
Nós 

Pontos de 

Integração 

Tetraedro 
Linear 4 4 

Quadrática 10 10 

Hexaedro (Brick) 
Linear 8 8 

Quadrática 20 20 

Wedge 
Linear 6 6 

Quadrática 15 15 

 

A escolha do tipo de funções interpoladoras depende dos resultados que se pretende obter, 

sendo que o uso de uma função de maior ordem, permite a obtenção de resultados mais 

precisos, à custa de maior tempo de computação. 

Para manter a escolha das funções independente da malha de elementos finitos gerada, 

foram organizadas de forma hierárquica as funções de forma, sendo que as primeiras 

funções interpoladoras correspondem a funções lineares, correspondentes aos pontos 

exteriores, e só depois surgem funções quadráticas (quando escolhidas). Isto assegura que 

não é necessário alterar a malha, sendo apenas necessário acrescentar ou remover pontos 

e funções. Permite também a existência de elementos com qualquer número de pontos 

entre os necessários para funções lineares e os necessários para funções quadráticas 

(entre 8 e 20 para um Brick) [12]. 

 

3.1.3 Integração de Gauss 

A integração dos elementos é feita com recurso à quadratura de Gauss. 

Esta técnica tem por base uma forma de integração aberta, em que o intervalo de integração 

se estende para além das coordenadas usadas para integração, extrapolando os resultados 
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 න ݂ሺݔሻ
௕

௔
ݔ݀ ൌ න ݂ ቆ

ሺܾ ൅ ܽሻ ൅ ሺܾ െ ܽሻݔ
2

ቇ
ଵ

ିଵ

ሺܾ െ ܽሻ

2
௧ (3.16)ݔ݀

 

Aplicando os pontos e pesos respectivos: 

 න ݂ሺݔሻ
௕

௔
ݔ݀ ൎ

ሺܾ െ ܽሻ

2
෍݂ ቆ

ሺܾ െ ܽሻ

2
௜ݔ ൅

ሺܽ ൅ ܾሻ

2
ቇ

௡

௜ୀଵ

 (3.17)

 

De forma semelhante, é possível obter para o caso de duas dimensões. 

Uma das razões para o uso da quadratura de Gauss é a sua precisão. Para uma quadratura 

com n pontos, permite a obtenção exacta do integral para polinómios de ordem de até 2n-1, 

onde n representa o número de pontos de integração [31]. 

Os pontos de integração e os respectivos pesos provêm de deduções feitas, admitindo que 

o integral se ajusta a determinadas funções, constantes, lineares, quadráticas, e resolvendo 

um sistema de equações [31]. O número de equações é igual à soma do número de pontos 

e número de pesos. Estes pontos e pesos já estão estudados, sendo utilizados para 

quaisquer dimensões do elemento [31].  

Tabelas contendo os pontos de integração e os pesos para as diferentes funções de 

interpolação, assim como para os diversos elementos suportados pelo ATENA 3D podem 

encontrar-se no manual de Teoria do software [12].  

 

3.2 Modos de fractura  

Na modelação numérica de estruturas de betão armado em análises não lineares, para a 

modelação do comportamento de criação e propagação de fendas, é necessário que essa 

modelação seja capaz de prever os diversos modos de fractura e de propagação existentes, 

de modo a se poder fazer uma análise mais realista. 

Existem três modos de propagação de fendas através da aplicação de forças. 

Modo I – Modo de abertura, através de tensões normais ao plano da fenda. 

Modo II – Modo de deslizamento, através de tensões de corte no plano da fenda. 

Modo III – Modo de rasgamento, através de tensões de corte no plano da fenda 

perpendiculares às do Modo II. 

Estes modos estão ilustrados na Figura 3-5. 
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Consulting, Ltd, sendo uma evolução do software original SBETA, estando actualmente na 

versão 4. 

Das características do software, destacam-se algumas, que permitem a modelação de 

estruturas de Betão Armado: 

 Descrição do comportamento não linear do betão, incluindo o endurecimento e 

posterior amolecimento do betão sob compressão, e fractura sob tensão, seguindo 

algumas regras de fissuração. 

 Critérios de rotura biaxial. 

 Diferenciação entre estados não fendilhado e fendilhado. Após fendilhação, há uma 

redução da resistência à compressão, redução da resistência à tracção, e redução 

também da rigidez de corte. 

 

3.5 Modelos de Constitutivos do Betão 

3.5.1 Relações Tensão-Deformação 

As relações consideradas para o comportamento do material num estado biaxial, foram 

reduzidas a um estado uniaxial, de forma a eliminar o efeito de Poisson, introduzindo uma 

extensão equivalente uniaxial. Os detalhes sobre a rotura biaxial encontram-se no ponto 

3.5.5.  

Para a relação tensão-deformação é utilizado um diagrama assimétrico, de acordo com a 

Figura 3-16, baseado no comportamento real do material. 

Os diagramas de tensão-deformação estão de acordo com as recomendações da CEB-FIP 

Model Code 90, mas apenas para o ramo ascendente, sendo apropriados tanto para betões 

normais, como para betões de alta resistência [12]. 
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De notar que a resistência de pico adoptada pelo software é fc
ef, pois estes diagramas 

referem-se a roturas biaxiais, ao contrário de fcm, que se refere a rotura uniaxial. 

 

O ramo ascendente é definido pela função recomendada pelo Model Code 1990 [3]. 

௖ߪ  ൌ െ
ಶ೎೔
ಶ೎భ

ഄ೎
ഄ೎భ

ି
ഄ೎
ഄ೎భ

మ

ଵାቀ
ಶ೎೔
ಶ೎భ

ିଶቁ
ഄ೎
ഄ೎భ

௖݂௠    ,válido para    |ߝ௖| ൏ หߝ௖,௟௜௠ห (3.22)

Como se pode observar, a expressão tem em contas os Módulos de Elasticidade Secante, 

Ec1, e Tangente, Ec, assim como a extensão para qual é atingida a resistência máxima do 

betão, εc1. 

Adaptando à rotura biaxial, implica a utilização do valor fc
ef que tem em conta as tensões na 

direcção ortogonal. A expressão pondera também o estado das extensões em relação à 

extensão máxima através da variável x e a relação entre os módulos de elasticidade através 

da variável k.  

௖௘௙ߪ  ൌ
௞௫ି௫మ

ଵାሺ௞ିଶሻ௫ ௖݂
௘௙    , com    ݔ ൌ

ఌ೎
ఌ೎భ

   e    ݇ ൌ
ா೎೔
ா೎భ

 (3.23)

 

Após se atingir a resistência de pico, fc
ef, foi adoptado um ramo linear descendente, como 

demonstrado na Figura 3-19. Este ramo foi adaptado de um diagrama de amolecimento 

linear em função da abertura de fendas, e posteriormente é adaptado para extensões, de 

acordo com o tamanho dos elementos finitos utilizados, Lt. São adaptados conforme a 

expressão em (3.24) que tem em conta um valor pré-definido para a abertura de fenda 

crítica wd de 0,0005m, valor para o qual a resistência passa a ser nula. 

ௗߝ  ൌ ௖ߝ ൅
ௗݓ
௧ܮ

 (3.24)

 

3.5.4 Processo de fractura 

O processo de fractura realiza-se de acordo com o estado do material. 

Existem três estados possíveis:  

 Não fendilhado  

 Zona de início de fendilhação 

 Fendilhado 
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4 DESCRIÇÃO DOS MODELOS E ENSAIOS 

 

4.1 Modelos Experimentais (Inácio, 2010) 

4.1.1 Geometria 

Para efeitos de análise experimental em laboratório, foram construídos 5 modelos de laje, 

sendo um modelo de referência, de modo a servir de comparação aos resultados obtidos 

nos outros, e os restantes, reforçados com parafusos verticais de diversos diâmetros e 

diferentes apertos iniciais dos parafusos. Os ensaios experimentais foram realizados por 

Duarte [17]. 

Os modelos foram designados de ID1 a ID5, têm de dimensões 1,80 x 1,80 m2, com uma 

espessura de 0,12m e com um pilar central de dimensões 0,20 x 0,20 m2 simulado por uma 

placa de aço com 50mm de espessura. O ensaio foi feito prescrevendo deslocamentos no 

pilar central, por meio de um macaco hidráulico, mantendo fixas as zonas de apoio 

predefinidas, correspondentes às zonas de momento nulo para uma laje interior de 3,4m de 

vão. 

 

4.1.1.1 Laje ID1 

Na Figura 4-1 encontra-se a laje em planta, assim como as suas dimensões, e na Figura 4-2 

encontra-se o corte A-A da laje. 
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4.1.2.1 Betão 

Dos materiais utilizados no ensaio, foram ensaiados 9 provetes de betão por cada laje 

ensaiada num teste de resistência à compressão em cubos, de acordo com as normas em 

vigor. Para preparação e cura, foram utilizadas as normas NP EN 12390-1 [26] e NP EN 

12390-2 [27], respectivamente. Os ensaios dos provetes de betão foram feitos de acordo 

com a norma NP EN 12390-3 [28]. 

Os resultados obtidos encontram-se no Quadro 4-2, assim como a idade dos provetes na 

altura do ensaio. 

Quadro 4-2– Características do Betão 

Laje fccm [MPa] fcm [MPa] Ec [GPa] Idade [dias] 

ID1 49,2 39,3 28,9 65 

ID2 52,3 41,9 29,5 68 

ID3 59,6 47,7 30,8 81 

ID4 59,7 47,7 30,8 99 

ID5 59,8 47,9 30,8 110 

 

De onde os resultados de fccm foram obtidos directamente da média dos ensaios aos 

provetes cúbicos, e a resistência média em provetes cilíndricos, fcm, o módulo de 

elasticidade, Ec, foram obtidos através das seguintes expressões. 

 ௖݂௠ ൌ 0,8 ∗ ௖݂௖௠ (4.1)

௖ܧ  ൌ 8,482 ∗ ඥ ௖݂௠
య  (4.2)

 

4.1.2.2 Aço para armaduras longitudinais 

Para ensaios das características do aço, foram ensaiados 4 provetes para cada diâmetro 

utilizado, Φ6 e Φ10, sendo sujeitos a um ensaio de tracção. Neste ensaio foram obtidos 

resultados para a tensão de cedência e tensão de rotura, de acordo com a norma NP EN 

10002-1 [25]. 

Como já referido anteriormente, o aço utilizado foi um aço A400, laminado a quente. Ambos 

os diâmetros utilizados eram rugosos, de modo a garantir boa aderência entre o aço e o 

material betão. 
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Os resultados encontram-se na Quadro 4-3. 

Quadro 4-3 – Características do Aço 

Diâmetro Tipo fsy [MPa] fsu [MPa] 

Φ6 NR 588 697 

Φ10 NR 445 582 

 

 

Figura 4-6 – Relações tensão-deformação obtidas no ensaio de tracção aos varões 
fornecidos 

 

Pelos resultados obtidos nos ensaios, observa-se também que as armaduras de diâmetro de 

6mm, obtiveram resistências superiores às especificadas, correspondendo a um aço A500. 

As armaduras de diâmetro de 6mm apresentam também um patamar de cedência muito 

pouco evidente, o que poderia levar a crer que fossem endurecidas a frio e não laminadas a 

quente. 

4.1.2.3 Aço para parafusos de Reforço 

Para o reforço foram utilizados parafusos de 3 diâmetros diferentes, roscados em todo o seu 

comprimento excepto no centro, para facilitar a colocação de extensómetros. 

A geometria dos parafusos encontra-se na Figura 4-7. 
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Figura 4-9 – Relações tensão-deformação e tensões limite proporcionalidade dos parafusos 
de reforço 
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Quadro 4-5 – Cargas da 1ª e 2ª fase do carregamento 

Modelo Carga da 1ª Fase [kN] 
% da Carga Última 

da laje ID1 

Carga da 2ª Fase 

(Rotura) [kN] 

ID1 - - 269 

ID2 166,4 62 406 

ID3 159,9 59 331 

ID4 170,5 63 381 

ID5 170,3 63 366 

 

O reforço foi feito com execução de furos verticais na laje para os parafusos, com o auxílio 

de um Ferroscan da Hilti, de modo a não danificar as armaduras da laje. Executou-se uma 

pequena reparação ao destacamento de betão na face inferior da laje, que teve origem 

aquando da execução dos furos, utilizando um betume de pedra. 

Após a cura dessa argamassa, foram colocados os parafusos, assim como as chapas que 

servem de ancoragem aos parafusos de reforço, e aplicado o respectivo pré-esforço nos 

parafusos. Os valores do pré-esforço aplicado estão apresentados no Quadro 4-6. 

 

Quadro 4-6 – Pré-esforço nos parafusos de reforço 

Modelo Parafusos de reforço 
Pré-esforço nos 

parafusos [kN] 

ID2 M10 11,2 

ID3 M6 3,3 

ID4 M8 5,9 

ID5 M8 1,4 

 

Posteriormente à intervenção, numa 2ª Fase, as lajes foram carregadas até à rotura. 

No Quadro 4-7, encontram-se as cargas correspondentes ao aparecimento de fendas 

visíveis a olho nu. 
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Quadro 4-7 – Cargas de fendilhação dos modelos ID1 a ID5 nos ensaios experimentais 

Modelo 
Carga correspondente ao aparecimento de fendas [kN] 

Fendas tangenciais Fendas Radiais 

ID1 95 110 

ID2 108 124 

ID3 104 120 

ID4 98 116 

ID5 99 122 

 

4.2 Modelação Numérica 

4.2.1 Geometria 

Para facilitar a análise, foi aproveitada a simetria da laje, simulando apenas um quarto da 

laje, com as condições de fronteira necessárias, ver Figura 4-13. Para os eixos de simetria, 

não são permitidos deslocamentos horizontais, nem rotações, resultando em 

encastramentos deslizantes, que serão simulados no ATENA como apoios contínuos ao 

longo de uma superfície. Os ensaios foram efectuados com deslocamento prescrito no 

centro do pilar, mantendo fixas com apoios verticais as chapas localizadas na zona de 

momentos nulos. Esses apoios são pontuais, de forma a não restringir rotações. 

Foram utilizados elementos finitos Hexaedros, ou também designados por Bricks, vistos que 

já foi demonstrado por Inácio [23] que a utilização de elementos Shell traduz-se em 

resultados de baixa qualidade. 

Para cada laje ensaiada, foram criados 3 modelos, de modo a verificar a influência da 

alteração do modelo de fendilhação e do tamanho dos elementos finitos. 

O primeiro modelo foi criado com elementos finitos com tamanho máximo de 3cm, 

resultando num total de 5424 elementos, e um coeficiente de 1,0 para a relação entre o 

FCM e o RCM. 

O segundo modelo foi criado com o mesmo refinamento da malha que o modelo anterior, 

mas alterando a relação entre o FCM e o RCM para 0,5. Este modelo é designado por RCM. 

O terceiro modelo, foi criado utilizando a relação de 0,5 entre o FCM e o RCM mas alterando 

o refinamento da malha, para elementos finitos de tamanho máximo de 2,4cm, resultando 

num total de 8669 elementos. Este modelo é designado por RCM REF. 



 

 

4.2.1

A ge

1.1 Laje ID

ometria ado

Figu

D1 

optada está

ura 4-13 – G

á demonstra

Geometria d

ada na Figu

4

do modelo n

ura 4-14. 

 - DESCRIÇÃO

no ATENA 

O DOS MODELOOS E ENSAIOS

73

S  

3 



MODELAÇÃO

 

74 
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Figura 4-1
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Os resultados obtidos encontram-se no Quadro 4-8. 

Quadro 4-8 – Características do Betão no software ATENA 

Laje fcm [MPa] Ec,secante [GPa] Ec,tangencial [GPa] fctm [MPa] Gf [MN/m]

ID1 39,3 28,9 33,2 3,00 7,50E-05 
ID2 41,9 29,5 33,8 3,16 7,90E-05 
ID3 47,7 30,8 35,2 3,51 8,78E-05 
ID4 47,7 30,8 35,2 3,51 8,78E-05 

ID5 47,9 30,8 35,2 3,52 8,80E-05 
 

4.2.2.2 Aço para armaduras longitudinais 

As armaduras longitudinais foram simuladas como armaduras discretas, na devida altura útil 

da laje, simulando o facto das armaduras numa das direcções estarem abaixo da altura útil, 

e noutra direcção estarem acima da altura útil. 

Para o seu comportamento, foram utilizados modelos multilineares, com base em pontos 

obtidos dos ensaios de tracção efectuados aos varões. 

Uma ilustração desses modelos, assim como a comparação com os resultados obtidos nos 

ensaios de tracção, encontram-se na Figura 4-18 e na Figura 4-19. 

 

 

Figura 4-18 – Diagrama tensão-deformação dos varões de diâmetro de 6mm 
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Figura 4-19 – Diagrama tensão-deformação dos varões de diâmetro de 10mm 

 

Para o diagrama dos varões de diâmetro 10 foi utilizado um valor do módulo de elasticidade 

de 200 GPa até ao valor da cedência. 

 

4.2.2.3 Aço para parafusos de reforço 

Os parafusos de reforço foram também simulados como armaduras discretas, com o 

diâmetro correspondente à zona central do parafuso, com o comportamento tensão-

deformação multilinear adaptado dos diagramas obtidos nos ensaios laboratoriais. 

 

Figura 4-20 – Evolução da tensão com a extensão no parafuso de diâmetro M6 e o 
respectivo modelo numérico 
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Figura 4-21 – Evolução da tensão com a extensão no parafuso de diâmetro M8 e o 
respectivo modelo numérico 

 

 

Figura 4-22 – Evolução da tensão com a extensão no parafuso de diâmetro M10 e o 
respectivo modelo numérico 

 

4.2.3 Pontos de aquisição de dados 

Para comparação de resultados com os ensaios experimentais, foram colocados pontos de 

aquisição de dados equivalentes à instrumentação experimental. 

Foi colocada uma célula de carga virtual na zona de deslocamento imposto, de forma a 

acompanhar o carregamento da laje, assim como nos apoios, para confirmação dos valores. 

Para acompanhar a deformação da laje, foram colocados os deflectómetros equivalentes 

aos deflectómetros D3, D4 e D5 na laje laboratorial. 

Foram colocados extensómetros nas armaduras, com a mesma localização que os do 

modelo experimental, de forma a acompanhar as extensões das armaduras, relacionando-

as com o carregamento da laje. Foram apenas colocados um por cada varão, não havendo 

necessidade de verificar as extensões em lados diametralmente opostos do varão. 
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Quadro 4-9 – Pré-Esforço inicial e Variação de temperatura correspondente 

(α=  0,000012  1/K) 

Laje  Parafusos  Fi,média [kN] A [mm2]  σ [MPa]  ε  Δteq [K] 

ID2  M10  11,2  47,2  237,4  0,00207  172,8 

ID3  M6  3,3  16,8  196,0  0,0011  90,1 

ID4  M8  5,9  28,3  208,7  0,0012  103,7 

ID5  M8  1,4  28,3  49,5  0,0003  22,2 

 

Seguidamente, de forma semelhante à laje ID1, as lajes foram carregadas até à pós-rotura, 

de forma a melhorar a percepção do modo de rotura. 

Foi estimado o momento crítico, e a correspondente carga aplicada, de modo a comparar 

com o patamar linear elástico inicial, acabando quando se atinge a resistência à tracção do 

betão na fibra superior. 

ܯ  ൌ 0,2. ܲ (4.7)

 ௖݂௧௠ ൌ
௖௥ܯ

ܫ
. (4.8) ݒ

 

Obtendo-se assim os valores aproximados para a carga final do patamar elástico como 

definido no Quadro 4-10. No quadro encontram-se também os valores do final do patamar 

elástico observados nos ensaios experimentais nos ensaios de Duarte [17] e nos modelos 

numéricos simulados. 

 

Quadro 4-10 – Carga crítica estimada e observada para os diversos modelos 

Laje fctm [MPa] Vcrit [kN] Vcrit,MEF [kN] Vcrit,EXP [kN] 

ID1 3,00 64,8 75,2 56 
ID2 3,16 68,3 76,5 63,4 
ID3 3,51 75,8 74,4 44,2 
ID4 3,51 75,8 74,6 62,2 

ID5 3,52 76,0 75,0 44,31 
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5 ANÁLISE NUMÉRICA 

5.1 Carga de rotura e Modo de rotura 

Neste capítulo serão apresentadas comparações das cargas obtidas na rotura para todos os 

modelos disponíveis, assim como pelas normas em vigor. São também comparados os tipos 

de rotura obtidos nos modelos numéricos com os modelos experimentais. 

Para a média dos erros, foi utilizada a média do módulo dos erros para evitar a anulação de 

erros pela variação entre erros positivos e negativos. 

A carga prevista pelo EC2 foi calculada nos ensaios de Duarte [17] e foi calculada sem a 

limitação da tensão nos parafusos de reforço, sempre que a rotura ocorreu através do 

reforço. 

A rotura mencionada refere-se sempre a punçoamento, visto que foi o único tipo de rotura 

obtida. 

Os resultados encontram-se no Quadro 5-1. 
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Quadro 5-1 – Comparação entre as cargas de rotura experimentais, numéricas e as 
previstas pela norma EC2 

Modelo 
Rotura 

Carga [kN] Erro (%)  Rotura 

M
o
d
el
o
 ID

1
  Experimental     269,0  ‐ 

Junto ao pilar 

EC2     274,0  ‐1,9% 

Numérico 

ID1  273,4  ‐1,6% 

ID1 RCM  249,4  7,3% 

ID1 RCM Refinado  274,8  ‐2,2% 

M
o
d
el
o
 ID

2
  Experimental     406,0  ‐ 

Exterior ao reforço 

EC2     396,0  2,5% 

Numérico 

ID2  341,6  15,9% 

ID2 RCM  332,9  18,0% 

ID2 RCM Refinado  347,0  14,5% 

M
o
d
el
o
 ID

3
  Experimental     331,0  ‐ 

Através do reforço 

EC2     316,0  4,5% 

Numérico 

ID3  359,2  ‐8,5% 

ID3 RCM  352,9  ‐6,6% 

ID3 RCM Refinado  361,0  ‐9,1% 

M
o
d
el
o
 ID

4
  Experimental     381,0  ‐  Exterior ao reforço 

EC2     425,0  ‐11,5%  Através do reforço 

Numérico 

ID4  367,4  3,6%  Exterior ao reforço 

ID4 RCM  358,3  6,0%  Exterior ao reforço 

ID4 RCM Refinado  368,5  3,3%  Exterior ao reforço 

M
o
d
el
o
 ID

5
  Experimental     366,0  ‐  Mista Exterior/Através do reforço

EC2     431,0  ‐17,8%  Através do reforço 

Numérico 

ID5  379,1  ‐3,6%  Exterior ao reforço 

ID5 RCM  373,4  ‐2,0%  Exterior ao reforço 

ID5 RCM Refinado  377,4  ‐3,1%  Mista Exterior/Através do reforço
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Figura 5-1 – Comparação entre as cargas de rotura experimentais, numéricas e as previstas 
pela norma EC2 

 

Quadro 5-2 – Variação máxima da carga de rotura nos modelos numéricos 

Variação entre modelos numéricos: 

Laje  Variação [kN]  Variação [%] 

ID1  25,4 [kN]  9,23% 

ID2  14,1 [kN]  4,07% 

ID3  8,2 [kN]  2,26% 

ID4  10,2 [kN]  2,77% 

ID5  5,7 [kN]  1,51% 

 

Quadro 5-3 – Média dos erros obtidos face ao valor experimental 

Média dos erros em relação ao 
valor experimental: 

Normas  7,6% 

Inicial  6,6% 

RCM  8,0% 

RCM Refinado  6,4% 

 

É possível observar uma boa aproximação das cargas previstas pelos modelos numéricos 

para qualquer uma das lajes ensaiadas. Os piores resultados foram obtidos nos modelos 

numéricos da laje ID2, onde a modelação numérica obteve erros de entre 14,5% a 18%, 

erros claramente superiores aos erros obtidos nos restantes modelos numéricos. Os 

resultados obtidos demonstram a influência da resistência do betão na carga de rotura nos 

modelos numéricos, visto que este modelo, o modelo ID2, semelhante aos restantes, apesar 
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da presença de uma maior armadura de reforço e de ter obtido um modo de rotura 

semelhante aos modelos ID4 e ID5, obteve uma menor carga de rotura. 

O modelo também não conseguiu prever a influência do pré-esforço entre os modelos ID4 e 

ID5, prevendo uma carga de rotura superior para o modelo ID5, quando nos ensaios 

experimentais o modelo ID4 obteve uma maior carga de rotura. Estes resultados devem-se 

ao facto de o modelo numérico ter dado pouca importância ao pré-esforço inicial, e bastante 

importância à resistência do betão e seu módulo de elasticidade, que são superiores no 

modelo ID5. 

O modo de rotura foi previsto com exactidão, apesar de no modelo ID5 haver alguma 

dificuldade em perceber se a rotura ocorreu através do reforço ou pelo exterior do reforço. 

As diferenças obtidas nesse modelo estão relacionadas com o facto de as cargas de rotura 

previstas pela norma EC2 para a rotura através do reforço e rotura pelo exterior do reforço 

serem muito semelhantes, e no modelo experimental a rotura ocorrida foi mista, tendo 

ocorrido pelo interior na direcção da menor altura útil das armaduras longitudinais e pelo 

exterior na zona de maior altura útil das armaduras longitudinais. 

Da Figura 5-2 à Figura 5-6 estão representados os modos de rotura obtidos para todos os 

modelos. 

Para boa visibilidade do modo de rotura, as figuras mostram as extensões principais na laje, 

assim como fendas com abertura superior a 0,3mm para alguns passos após a rotura ter 

sido atingida. 
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5.2 Evolução dos deslocamentos verticais 

O segundo termo de comparação dos modelos numéricos com os modelos laboratoriais 

corresponde à observação dos deslocamentos verticais em pontos-chave da laje. Para tal, 

foram comparados os deflectómetros do modelo numérico, com a média dos deflectómetros 

no modelo laboratorial. Tal deve-se ao facto de apenas ser simulado ¼ da laje, pelo que só 

se obteve resultados correspondentes aos deflectómetros D3, D4 e D5, como já foi referido 

no ponto 4.2.3, na página 79. 

 

5.2.1 Laje ID1 

Os resultados obtidos na modelação numérica são de boa aproximação. As deformações 

previstas têm um erro mínimo em relação aos resultados experimentais. 

Para todos os modelos numéricos o deflectómetro D4 apresenta uma fase elástica 

ligeiramente maior que a experimental, sendo que o troço seguinte apresenta uma rigidez 

semelhante à da laje experimental, como observado pela mesma inclinação dos gráficos, 

até cerca de 225 kN, após a cedência do varão do extensómetro 5-6. 

O deflectómetro D5 apresenta também uma maior fase elástica que a obtida 

experimentalmente, seguida de um comportamento ligeiramente mais dúctil que o obtido 

experimentalmente, como se observa através da menor inclinação face ao experimental. 

No início o modelo experimental é ligeiramente mais rígido que os modelos numéricos, mas 

à medida que a carga é incrementada a rigidez dos modelos numéricos passa a ser 

ligeiramente menor do que a do modelo experimental. 

As diferenças entre os modelos são apenas visíveis perto da rotura, sendo que o segundo 

modelo, pelo facto de utilizar o RCM, obteve a rotura para uma menor carga, assim como 

menores deslocamentos. 
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Figura 
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As deformadas mostram para diversos patamares de carga a semelhança entre os diversos 

modelos numéricos, assim como a boa aproximação ao modelo experimental. 

É também possível observar as maiores diferenças perto da rotura para o patamar de carga 

de 250 kN.  

 

5.2.2 Laje ID2 

Do modelo ID2 ao modelo ID5, o procedimento de carregamento por duas fases implicou a 

presença de deslocamentos residuais na laje. Tal poderá ser observado nos resultados 

obtidos. 

O modelo numérico, por apenas ter uma fase, não apresenta deslocamentos residuais. 

 

5.2.2.1 Modelo ID2 

A introdução do reforço no modelo numérico muito pouco alterou a rigidez da laje, apenas 

levando a cargas de rotura mais altas e alterando o tipo de rotura, que passou a ocorrer pelo 

exterior do reforço.  

Os modelos numéricos apresentam um troço elástico inicial mais rígido, e uma rápida perda 

de rigidez ao decorrer o carregamento, que leva a uma menor carga de rotura dos modelos 

numéricos. Essa perda pode ser justificada pela entrada em cedência das armaduras 

superiores, para valores de carga que correspondem aos pontos onde começa a decrescer 

a rigidez da laje.  

A diferença obtida na introdução do RCM e da utilização conjunta do RCM e do refinamento 

da malha tem influência apenas nos resultados obtidos na rotura. A utilização do RCM 

reduziu a previsão da carga de rotura, tal como esperado. A utilização de uma malha mais 

refinada e o RCM aumentou a carga de rotura, obtendo o resultado mais elevado de todos 

os modelos.   

Todos os modelos resultaram numa clara subestimação da carga de rotura e sobrestimação 

dos deslocamentos na rotura. Apesar de obterem uma boa aproximação até uma carga de 

cerca de 200kN, nível de carga que está próximo das cargas de serviço, a cedência dos 

varões mais interiores causa uma perda de rigidez que influencia a continuidade do 

carregamento. As deformadas também reflectem este facto, apresentando resultados 

superiores dos deslocamentos nos modelos numéricos para os mesmos patamares de 

carga superiores a 200 kN. 
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As deformadas apresentam os resultados obtidos de excessivos deslocamentos para as 

cargas mais elevadas. Demonstram também a semelhança de entre os modelos numéricos 

utilizados, assim como a pequena diferença para o patamar mais próximo da rotura.  

 

5.2.3 Laje ID3 

Até um valor de carregamento de cerca de 250 kN as previsões numéricas para os 

deslocamentos são bastante próximas das registadas experimentalmente. No entanto os 

deslocamentos obtidos na rotura nos modelos numéricos apresentam uma grande diferença 

em relação aos experimentais obtendo diferenças nos deslocamentos de mais de 100%, 

isto, apesar de a rotura ter ocorrido de forma semelhante à obtida experimentalmente, 

através do reforço e de as cargas de rotura serem semelhantes. 

A introdução do RCM não trouxe alterações aos resultados obtidos face ao modelo inicial.  

A introdução do RCM conjugada com o refinamento da malha piorou os resultados dos 

deslocamentos previstos na rotura, apresentando erros de mais de 100%, facto que é muito 

visível nas deformadas.  

Tal pode ser comprovado para cada patamar de carga individualmente na figura abaixo. 

 

Figura 5-15 – Evolução dos deslocamentos com a carga aplicada nos modelos ID3 
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Figura 5
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As deformadas apresentam de novo a subestimação para cargas inferiores a 275 kN e a 

sobrestimação para cargas superiores.  

As deformadas dos modelos numéricos são semelhantes entre elas à excepção do último 

patamar de carga. 

5.2.5 Laje ID5 

Os modelos numéricos da laje ID5 foram os modelos que apresentaram melhores 

aproximações ao modelo experimental de todas as lajes reforçadas modeladas. 

Os troços elásticos iniciais foram sobrestimados para todos os modelos numéricos, seguido 

de um troço de rigidez semelhante à obtida experimentalmente e de uma perda de rigidez 

que provocou a aproximação aos resultados experimentais. Esse facto resultou também 

numa boa aproximação na distribuição transversal para todos os patamares de carga, 

excepto nos patamares iniciais, já justificado pelo facto de os valores do ensaio experimental 

se referirem apenas à segunda fase do carregamento. 

A utilização do RCM resultou na melhor aproximação obtida, com os menores erros para 

cargas próximas da rotura. 

 

Figura 5-23 – Evolução dos deslocamentos com a carga aplicada nos modelos ID4 
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5.3.1 Laje ID1 

 

 

 

Figura 5-28 – Evolução das extensões nas armaduras nos modelos numéricos da laje ID1 e 
comparação com modelo experimental 
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Figura 5-29 – Evolução das extensões nas armaduras nos modelos numéricos da laje ID1 e 
comparação com modelo experimental, por extensómetro 
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5.3.2 Laje ID2 

Do modelo ID2 ao modelo ID5, como já referido anteriormente, os ensaios experimentais 

foram efectuados em 2 fases, a primeira para simular a fendilhação da laje, que justificaria a 

intervenção de reforço e a segunda fase, após reforço, para verificar o comportamento até à 

rotura. Este procedimento implicou, ao finalizar a primeira fase, a presença de extensões 

residuais nas armaduras, como se poderá observar nos resultados obtidos.  

No modelo numérico só foi considerada uma fase, não havendo extensões residuais. 

 

 

  

Figura 5-33 – Evolução das extensões nas armaduras nos modelos numéricos da laje ID2 e 
comparação com modelo experimental 
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Figura 5-34 – Evolução das extensões nas armaduras nos modelos numéricos da laje ID2 e 
comparação com modelo experimental, por extensómetro 
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Figura 5-3
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5.3.3 Laje ID3 

  

  

 

Figura 5-38 – Evolução das extensões nas armaduras nos modelos numéricos da laje ID3 e 
comparação com modelo experimental 
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Figura 5-39  – Evolução das extensões nas armaduras nos modelos numéricos da laje ID3 e 
comparação com modelo experimental, por extensómetro 
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Tal como na evolução das extensões, a distribuição transversal demonstra as diferenças 

entre os modelos das extensões na rotura. 

  

5.3.4 Laje ID4 

 

 

 

Figura 5-43 – Evolução das extensões nas armaduras nos modelos numéricos da laje ID4 e 
comparação com modelo experimental 

 

0

50

100

150

200

250

300

350

400

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000 18000

C
ar
ga
 [
kN

] 

Extensão x106 

Modelo ID4 

Ext 1‐2 MEF Ext 1‐2

Ext 3‐4 MEF Ext 3‐4

Ext 5‐6 MEF Ext 5‐6

0

50

100

150

200

250

300

350

400

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000

C
ar
ga
 [
kN

] 
 

Extensão x106 

Modelo ID4 RCM 

Ext 1‐2 MEF Ext 1‐2

Ext 3‐4 MEF Ext 3‐4

Ext 5‐6 MEF Ext 5‐6

0

50

100

150

200

250

300

350

400

0 5000 10000 15000 20000

C
ar
ga
 [
kN

] 
 

Extensão x106 

Modelo ID4 RCM Refinado 

Ext 1‐2 MEF Ext 1‐2

Ext 3‐4 MEF Ext 3‐4

Ext 5‐6 MEF Ext 5‐6



MODELAÇÃO NUMÉRICA DO PUNÇOAMENTO DE LAJES FUNGIFORMES REFORÇADAS COM PARAFUSOS 

 

120 
 

 

 

 

Figura 5-44 – Evolução das extensões nas armaduras nos modelos numéricos da laje ID4 e 
comparação com modelo experimental, por extensómetro 
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5.3.5 Laje ID5 

 

 

 

Figura 5-48 – Evolução das extensões nas armaduras nos modelos numéricos da laje ID5 e 
comparação com modelo experimental 
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Figura 5-49 – Evolução das extensões nas armaduras nos modelos numéricos da laje ID5 e 
comparação com modelo experimental, por extensómetro 
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5.3.6 Observações 

Através da análise dos dados obtidos observou-se que a introdução do RCM pode ter 

alguma influência na evolução das extensões em função do carregamento aplicado, fazendo 

variar a carga da laje para a qual os varões entram em cedência. O RCM tem também maior 

influência nos modelos mais refinados, como é possível observar nos modelos da laje ID1. 

Algumas alterações dos declives das relações carga-extensão podem ser justificadas no 

troço inicial pelo final do patamar elástico, ao ser atingido o valor do momento crítico, 

correspondente ao ser atingida a resistência de tracção do betão na face superior da laje.  

Nos seguintes troços é possivel verificar alterações nos declives aquando da cedência de 

outros varões, sendo apenas possivel verificá-lo para os varões instrumentados, mas 

certamente também são influenciados pelos varões não instrumentados e os varões na 

direcção perpendicular, pois apenas foi instrumentado um a cada dois varões da armadura 

superior numa das direcções. 

A distribuição transversal de extensões de todos os modelos reforçados, ID2 a ID5 

apresenta valores muito superiores aos obtidos pelos modelos numéricos para cargas 

inferiores a 160 kN, isto justifica-se pelo facto de que, para essas cargas, as extensões 

utilizadas para elaboração dos gráficos correspondem à segunda fase do carregamento, 

pelo que no modelo experimental já estão afectadas pelas extensões residuais, e no modelo 

numérico não. Foi ignorado este facto pois só se verifica para cargas na laje baixas, e ao 

proceder-se com o carregamento na segunda fase as extensões recuperam elasticamente, 

anulando esse efeito. 

 

5.4 Evolução da carga nos parafusos 

A evolução da carga nos parafusos, apenas nas lajes reforçadas, foi monitorizada através 

de extensómetros colocados na zona central dos parafusos. Para a obtenção da força 

correspondente foram utilizados os diagramas tensão-deformação obtidos dos ensaios à 

tracção dos parafusos utilizados. 

Existem diferenças iniciais da evolução da força nos parafusos que resultam do facto de no 

modelo numérico terem sido utilizados os valores médios do aperto nos parafusos, enquanto 

nos resultados experimentais foram utilizados os resultados obtidos do aperto. 

O pré-esforço inicial tem variações mínimas face ao valor médio experimental, pelo facto de 

ter sido utilizada temperatura para simular a extensão inicial do parafuso devida ao pré-
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esforço, associada a um diagrama tensão deformação multilinear, o que provocou ligeiros 

erros.  

Nos gráficos que se apresentam em seguida são indicadas, para além da carga nos 

parafusos, duas linhas horizontais a traço interrompido, que correspondem à força de 

cedência e à força de rotura dos parafusos de reforço. 

5.4.1 Laje ID2 

 

Figura 5-53 – Evolução da força nos parafusos no modelo ID2 

 

 

Figura 5-54 – Evolução da força nos parafusos no modelo ID2 RCM 
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A introdução do RCM e a alteração do refinamento da malha trouxeram ligeiras variações na 

solicitação dos parafusos ao longo do carregamento, sendo mais significativas na rotura, 

onde cada modelo apresentou diferentes valores da carga nos parafusos. 

Nenhum dos parafusos cedeu, quer no modelo experimental, quer nos modelos numéricos. 

 

5.4.2 Laje ID3 

 

Figura 5-57 – Evolução da força nos parafusos no modelo ID3 

 

 

Figura 5-58 – Evolução da força nos parafusos no modelo ID3 RCM 
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A força dos parafusos na rotura foi prevista pelos modelos numéricos com um erro aceitável. 

5.4.3 Laje ID4 

 

Figura 5-61 – Evolução da força nos parafusos no modelo ID4 

 

 

Figura 5-62 – Evolução da força nos parafusos no modelo ID4 RCM 
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5.4.4 Laje ID5 

 

Figura 5-65 – Evolução da força nos parafusos no modelo ID5 

 

 

Figura 5-66 – Evolução da força nos parafusos no modelo ID5 RCM 

 

 

Figura 5-67 – Evolução da força nos parafusos no modelo ID5 RCM Refinado 
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inicialmente nos modelos experimentais. Isso pode ter pouca influência na carga de rotura 

da laje, mas tem influência nas comparações com os resultados da força nos parafusos 

obtidas numericamente. 

Apesar dessas dificuldades, o modelo numérico conseguiu prever a baixa solicitação dos 

parafusos para pequenas cargas na laje, tendo a força nos parafusos subido 

incrementalmente para cargas mais altas, todas acima de 200 kN. 

Verificou-se também que o refinamento da malha de elementos finitos alterou ligeiramente a 

solicitação dos parafusos. Apesar de só o fazer para valores de carga próximos da rotura, 

todos os modelos apresentaram alterações na solicitação dos parafusos aquando do 

refinamento da malha de elementos finitos, pois ao refinar a malha, o modelo numérico 

passou a solicitar mais os parafusos nas direcções E-O, nomeadamente os parafusos P11 e 

P12, e pelo contrário, solicitam menos o parafuso exterior da diagonal, nomeadamente o 

parafuso P9. 
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6 CONCLUSÕES FINAIS E DESENVOLVIMENTOS FUTUROS 

 

6.1 Conclusões Finais 

Com o decorrer das análises, foram tiradas algumas conclusões de opções das quais se 

obtiveram resultados piores para os modelos pretendidos. 

Uma dessas opções assenta no refinamento da malha de elementos finitos utilizada com 

base em bricks, na zona do cone de punçoamento, de modo a obter melhor percepção e 

definição da rotura por punçoamento. Esta opção resultou para os modelos não reforçados, 

pois a solicitação à flexão da laje ainda está longe da solicitação para a qual foi 

dimensionada. Ao se proceder com o carregamento das lajes reforçadas, para cargas um 

pouco superiores às da laje de referência, aparecem extensões exageradas no interface 

entre a zona refinada e a zona não refinada, eventualmente prevendo a rotura por esse 

interface. As razões para tal acontecer devem-se à alteração brusca de rigidez da laje, e ao 

desprezo de alguns graus de liberdade, ao não ser dada continuidade da malha de 

elementos finitos. 

Outra opção é a utilização dos diagramas das armaduras longitudinais iguais aos obtidos no 

ensaio à tracção realizados em laboratório. Esta opção também obteve resultados erróneos, 

ao apresentar cargas de rotura menores, e deformações muito exageradas. As evoluções 

das extensões também apresentavam resultados piores do que os obtidos. Este facto pode 

ser explicado pela não consideração de alguns factores de interacção entre as armaduras e 

o betão, que provocam alterações na rigidez das armaduras, como por exemplo o tension 

stiffening. Tal facto foi compensado utilizando um modelo numérico para as armaduras que 

considera um módulo de elasticidade de 200 GPa, bastante superior ao valor obtido nos 

ensaios de tracção efectuados, mas mesmo assim, um valor comum no que diz respeito ao 

tipo de aço utilizado na construção. 

A utilização do RCM ao invés do FCM traz melhorias apenas para um modelo mais refinado. 

No Quadro 5-3 foram apresentados os erros médios obtidos para todas as análises e 

verifica-se no geral que há menores erros no uso do modelo RCM refinado, mas não no 

modelo RCM não refinado. No entanto, foi recomendado pelos autores do software a 

utilização de valores da relação FCM/RCM entre 0,3 e 0,5.  

A utilização do software como ajuda em projectos de estrutura pode ser efectuada, mas 

sempre com alguma margem de dúvida, e sempre que possível, confirmada por modelos, 
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possivelmente reduzidos, em laboratório. Ao ser utilizada, convém ter em conta os ensaios 

já efectuados, para ter alguma base de comparação nas cargas e nas deflecções obtidas.  

Pela observação de todos os ensaios aqui efectuados, é possível observar uma boa 

aproximação na carga de rotura. Observa-se que a aproximação entre os resultados 

experimentais e os numéricos em termos de deformação é boa no início do carregamento, 

sendo de pior qualidade para cargas próximas da rotura, resultando em geral numa pequena 

subestimação para valores de carga baixos e numa sobrestimação nas deformações da laje 

para cargas próximas da rotura. Verifica-se também a boa aproximação da evolução da 

força nos parafusos em todos os casos.  

 

6.2 Desenvolvimentos futuros 

A realização deste trabalho teve como objectivo o acompanhamento através de modelos 

numéricos de ensaios do comportamento ao punçoamento realizados na Faculdade de 

Ciências e Tecnologia da Universidade Nova de Lisboa, onde existem diversos ensaios já 

realizados, e resultados disponíveis.  

Como tal, de forma a dar continuidade a estes estudos, sugerem-se alguns temas de 

interesse. 

 Modelação numérica do comportamento de lajes reforçadas com parafusos pós-

instalados, sujeitas a acções cíclicas. 

 Modelação numérica do comportamento de lajes reforçadas com armadura 

transversal aderente pós-instalada, através da utilização de modelos Bond-Slip para 

as armaduras transversais. 

 Modelação numérica do comportamento de lajes reforçadas com parafusos com 

diferentes condições de ancoragem dos mesmos. 

 Estudo do comportamento e correspondente modelação numérica do reforço com 

parafusos de lajes fungiformes em pilares de bordo. 

 Estudo experimental e numérico do efeito da variação do pré-esforço na armadura 

transversal em lajes fungiformes reforçadas. 

 Estudo experimental e numérico do comportamento de lajes fungiformes reforçadas 

com parafusos, verificação do efeito da relação entre o vão e a espessura da laje no 

comportamento após reforço e respectiva previsão por modelos numéricos. 

 Estudo da aplicação de reforços transversal, não aderente e aderente, em lajes 

fungiformes aligeiradas, e respectiva modelação numérica.
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